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非饱和土中单桩竖向振动简化分析
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【摘要】  本文研究了均质非饱和土中单桩在竖向稳态荷载作用下的动力特性，将桩周土看作固液气三相介质，建立了三

维轴对称简谐荷载作用下非饱和土中单桩的竖向振动简化模型，借助 Novak 薄层理论，化简了三维动力控制方程，求解了非饱

和土振动阻抗因子，并结合桩土边界条件对桩的振动平衡方程进行求解，获得了桩顶复刚度和桩身内力的表达式。通过对比计

算验证了本文简化模型及其解答的正确性，分析了相关参数对桩基竖向动力特性的影响。参数分析表明：桩顶动刚度因子振幅

随频率增大而增大，而等效阻尼的振幅基本保持不变；饱和度对桩的动刚度因子和等效阻尼振幅有一定影响，随饱和度的增大而

减小；桩土模量比对桩顶复刚度的影响显著，在保持桩的模量不变的情况下，随着桩土模量比的增大，桩顶复刚度振幅及峰值对

应的频率间隔显著增大；渗透率对桩顶复刚度的影响相对较小；不同频率下，桩身的内力和位移变化显著，频率越大，桩身位移和

内力振幅峰值越大。
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A simplified analysis model for vertical vibration of a single
pile in unsaturated soil

LIU Yuanyuan1　SUN Jianlin2

(1. Jiangxi College of Construction, Nanchang 330052, Jiangxi, China；2. Jiangxi Normal University, Nanchang 330025, Jiangxi,
China)

【Abstract】 The dynamic response of a single pile in homogeneous unsaturated soil subjected to vertical harmonic load is invest-
igated.  The  soil  around the  pile  is  regarded  as  a  solid-liquid-gas  three-phase  medium,  and  a  simplified  vertical  vibration  model  of  a
single pile  in unsaturated soil  under harmonic load is  established.  The three-dimensional  dynamic governing equation of  unsaturated
soil was simplified by using Novak's thin-layer theory. After solving the vibration impedance factor of unsaturated soil, combined with
the boundary conditions of pile and soil, the vibration balance equation of the pile was solved, and the expressions of the complex stiff-
ness at the pile top and the internal force of the pile were obtained. The correctness of the model and solution is verified by comparison
calculation, and the influence of relevant parameters on the dynamic characteristics of pile foundation are discussed. The results show
that the dynamic stiffness factor increases with the increase of frequency, while the damping factor remains unchanged. The saturation
degree has little effect on the stiffness factor and the damping factor, which decreases as the saturation degree increases. The pile-to-soil
modulus ratio has a significant effect on dynamic behaviors of pile in unsaturated soil. With the increase of the pile-to-soil modulus ra-
tio,  the amplitude of the complex stiffness of pile top and the frequency interval corresponding to the peak value gradually increase.
Permeability has little effect on the complex stiffness of pile top. Under different excitation frequencies, the internal force and displace-
ment of the pile shaft vary significantly, and the greater the frequency, the greater the peak value of the displacement and internal force
amplitude of the pile shaft.
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 0    引言

桩基础承载力大，抗震性能好，广泛应用于建筑、

桥梁、海洋平台等工程领域，因此桩基的竖向振动研

究一直以来受到了国内外学者的关注，并取得了一系

列的成果。目前，桩基竖向振动理论在饱和多孔介质

方面的研究基本趋于成熟，Zeng 等 [1] 在 Muki 和
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Sternberg[2] 的基础上，采用虚拟桩模型和第二类

Fredholm 积分方程，首次研究了饱和土中桩的动力

学问题，分析了饱和土中单桩的竖向振动特性。之后，

Cui[3] 基于三维连续介质中 Biot 波传播理论和虚拟

桩模型，分析了饱和土中悬浮桩的竖向振动。刘林超

等[4−5] 在饱和多孔介质理论的基础上，借助 Novak 薄

层理论并引入势函数，研究了饱和土中桩的纵向耦合

振动。李　强等[6−7] 基于饱和多孔介质理论，通过引

入势函数和分离变量法，对桩顶的频率和时域响应进

行了参数研究。余　俊等[8] 基于 Biot 动力固结方程，

通过算子分解法和分离变量法，对饱和土中桩的竖向

振动进行了研究。王桂敏等[9] 通过建立单层饱和土

中桩竖向振动的简化模型，求得了桩土耦合振动解析

解。Chen 等[10] 采用半解析法研究了饱和土中近海

端承桩的竖向振动特性，将非局部 Biot 理论推广到

了饱和土中端承桩在竖向简谐激励下的动力响应，并

进行了参数分析。这些饱和两相介质中桩基竖向动

力分析及解答方法为非饱和三相介质情况的研究奠

定了基础。

土壤在自然状态下由固、液、气三相组成，是典

型的三相介质，相关研究[11] 表明，孔隙中的水泡会显

著影响波在土壤中的传播特性，因此有必要对三相介

质中桩的动力响应进行研究，从而更准确地揭示桩及

其周围土体的真实振动响应。近年来，三相介质中桩

土耦合体系的竖向振动问题越来越受到广大学者的

关注，然而以往对非饱和土的研究主要采用解析解的

方法，如王星华等[12] 考虑了基质吸力对剪切模量的

影响，研究了竖向简谐荷载作用下单桩的耦合振动响

应。章　敏等[13−14] 基于 Bishop 有效应力原理，考虑

两种非混相流体的耦合效应，推导了非饱和土中部分

埋置端承桩的竖向振动响应。马文杰等[15] 利用傅里

叶变换和卷积定理，分析了层状饱和土中单桩的竖向

特性。Ma 等[16] 通过对控制方程进行 Hankel 积分变

换及引入势函数，获得了非饱和多孔弹性半空间中悬

浮桩动力特性的解析解。Shan 等 [17] 基于扩展的

FSP 模型，考虑了水气之间的惯性耦合效应，推导了

非饱和土中悬浮桩竖向振动的封闭解和时域响应的

解析解。郭鹏飞等[18] 考虑横向惯性效应，应用连续

介质模型，分析了非饱和土中单桩的竖向动力响应。

上述文献表明，在分析土中单桩竖向振动特性

过程中，要通过繁琐的公式及复杂的理论推导，才能

获得严格的解析解，尤其对于非饱和土而言，增加了

气相，从而增加了方程的维数和解答的复杂性，限制

了其在实际工程中的应用。本文基于 Novak 平面应

变假定，将桩周土视为固、液、气三相多孔介质，将

Baranov 薄层法推广到非饱和土中，利用桩土简化模

型来研究非饱和土中单桩的竖向振动问题，并分析了

饱和度、渗透系数、桩−土模量比对桩顶阻抗的影响，

以及频率对桩身内力和位移分布的影响。

 1    计算模型

uz wz

vz ur，wr，vr

uθ，wθ，vθ

θ
∂uz

∂z
=
∂wz

∂z
=
∂vz

∂z
= 0

ur = wr = vr = 0,uθ = wθ =

vθ = 0

非饱和土中桩土动力相互作用简化模型如图 1
所示，土层表面为自由面，正应力和剪应力均为零，简

谐荷载 F(t) 作用于弹性均匀的非饱和土中的桩顶，

桩长为 L，桩身半径为 R，桩身支撑在刚性的基岩上，

振动时桩土紧密接触，不发生相对滑移和脱落。桩在

竖向荷载作用下产生竖向振动，带动桩周非饱和土薄

层也进行轴对称竖向振动，假设非饱和土满足

Novak 薄层法的条件，为了简化计算，假定桩周非饱

和土产生的固相竖向位移为 ，液相竖向位移为 ，

气相竖向位移为 ，三相径向位移分别为 ，

切向位移分别为 ，假定竖向位移与坐标 z

和 无关，即 ，且振动时不产生

径向位移和切向位移，即

。
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图 1    桩土计算模型

Fig. 1　Simplified mechanical model of pile–soil interaction
 

 2    非饱和土控制方程求解

ω

eiωt

对于稳态简谐竖向振动，根据文献 [19] 非饱和

土三维动力控制方程可知，桩−土体系的所有变量均

为角频率 的简谐函数，在动力方程分解过程中可去

掉它们共有的时间项 ，结合本文简化模型及基本

假定，可得轴对称情况下非饱和土薄层的控制方程：

µ

(
∂

2uz

∂r2
+

1
r
∂uz

∂r

)
+ρω2uz+ρfω

2vz+ρaω
2wz = 0

（1）

ρfω
2uz+ϑfω

2vz-bfωivz = 0 （2）
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ρaω
2uz+ϑaω

2wz-baωiwz = 0 （3）

ϑf=
ρf

nS r
ϑa=

ρa

n (1−S r)
bf =

ηf

krfκ
ba=
ηa

kraκ

ρ= (1−n)ρs+nS rρf +n (1−S r)ρa

其 中 ， ， ， ，

。

uz vz，wz

ρ ρs

ρf ρa

µ krf kra

ηf ηa

κ

式中： 为固相竖向位移； 分别为液相和气相

相对于土骨架的竖向位移； 为土体总密度； 为土颗

粒密度； 表示流体密度； 为气体密度；Sr 为流体饱

和度；n为土的孔隙率； 为土骨架 Lame 常数； ，

分别为流体和空气的相对渗透系数； ， 分别为流

体和空气的黏滞系数； 为土的渗透率。

r =
r
d

z =
z
d

uz =
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d
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d
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d
ρf =
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ρ
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δ = dω

√
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µ

为了对式（1）—式（3）进行无量纲化，令 ，

， ， ， ， ， ，

， ， ， ， 。

非饱和土体简化的三维波动控制方程无量纲形式为：

∂
2uz

∂r2 +
1
r
∂uz

∂r
+δ2uz+ρfδ

2vz+ρaδ
2wz = 0 （4）

ρfδ
2uz+ϑfδ

2vz-bfδivz = 0 （5）

ρaδ
2uz+ϑaδ

2wz-baδiwz = 0 （6）

将式（5）和式（6）代入式（4）并整理可得：

∂
2uz

∂r2 +
1
r
∂uz

∂r
−γ2uz = 0 （7）

γ2=
ρ

2
f δ

4

ϑfδ2−bfδi
+

ρ
2
aδ

4

ϑaδ2−baδi
−δ2式中 。式（7）的解为：

uz (r) = AK0 (γr)+BI0 (γr) （8）

K0 (γr) I0 (γr)式中 ， 分别为第一类、第二类零阶修正

贝塞尔函数，根据边界条件，无穷远处土体位移为零，

可得 B=0。
根据桩−土完全接触条件，非饱和土在圆孔边界

的位移与桩位移相等，令桩的竖向位移为 up，可得无

量纲竖向位移为：

uz (r) =
K0 (γr)

K0

(
γ

2

) up （9）

再根据本构方程，水平薄层圆孔周边处的无量

纲剪应力为：

τzr (r) =
∂ur

∂z
+
∂uz

∂r
= −γ

K1

(
γ

2

)
K0

(
γ

2

)up （10）

K1

(
γ

2

)
式中 为第一类一阶修正贝塞尔函数。

于是，非饱和土地基的竖向动力阻抗可表示为：

Z (γ) = πγ
K1

(
γ

2

)
K0

(
γ

2

) （11）

 3    非饱和土中桩的竖向振动求解

端承桩在竖向稳态振动过程中，根据桩身单元

体动力平衡分析，桩的竖向振动微分方程可表示为：

EpπR2 ∂
2up

∂z2
−2πR f (z) = −ρpπR2ω2up （12）

ρp =
ρp

ρ
,

up =
up

d
,Ep =

Ep

µ

式 中 up(z) 为 桩 身 质 点 竖 向 位 移 ， 令

，对式（12）进行无量纲化并结合式

（10），方程（12）整理可得：

∂
2up

∂z2 +ς
2up = 0 （13）

ς2=
ρpδ

2

Ep

− 4γ

Ep

K1

(
γ

2

)
K0

(
γ

2

)式中：  ，方程（13）的解为：

u11
p (z) = A2 cos(ςz)+B2 sin(ςz) （14）

up

∣∣∣
z−L
= 0

∂up

∂z

∣∣∣∣∣∣
z=0

= − P
EpπR2根据边界条件 ， 可确

定系数 A2，B2，于是式（14）可写成：

up (z) =
P

Epς
tan

(
ςL

)
cos(ςz)− P

Epς
sin(ςz) （15）

单桩桩身任一点的内力：

p (z) = −Ep
∂up

∂z
= P tan

(
ςL

)
sin(ςz)+Pcos(ςz)

（16）

在求得桩竖向振动位移和内力表达式的基础上，

即可求得单桩桩顶复刚度如下：

ks =
P (0)
up (0)

=
Epς

tan
(
ςL

) （17）

 4    模型验证与算例分析

δ

µ

ρs ρf ρa

ηf ηa

ρp

本文在分析桩基的竖向振动特性过程中，引入

kd 作为单桩桩顶复刚度实部，kd=real(ks)，采用动刚度

因子 kd/k0 代替桩的动刚度，等效阻尼 cw=imag(ks)/a0

代替动阻尼，其中无量纲频率 a0= ，首先，采用文献

[12] 所给出的有关非饱和土及桩身材料参数： =36
MPa， =2700 kg/m3， =1000 kg/m3， =1.285 kg/m3，

n=0.33， =0.001  Pa·s， =1.8×10−6 Pa·s， 渗 透 率

k=10−12 m2， Ep=36 GPa， =2600 kg/m3， L=20 m， R=1 m。

且后续参数分析的过程中，除特别说明，依然采用该

参数，将本文的简化结果与文献 [12] 的解析解进行
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对比分析，计算结果见图 2；再令 Sr=0.999，将本文计

算退化到饱和土情形，采用与文献 [5] 一致的计算参

数，将本文结果与文献 [5] 进行对比，计算结果见图 3。
由两组对比图可知，本文计算结果与既有文献结果基

本一致，验证了本文模型的正确性和适用性。

图 4 展示了饱和度对桩顶复刚度的影响。首先，

桩的动刚度因子振幅随频率的增大而逐渐增大，而等

效阻尼的振幅基本保持不变；其次，不考虑其他参数

的变化，饱和度依次取 0.3，0.7，0.999，可以发现，随

着饱和度增大，桩侧摩阻力减小，计算时保持横坐标

无量纲频率相同的情况下，桩的动刚度因子和等效阻

尼的振幅随之减小，且饱和度增大，土体的剪切波速
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图 2    本文解与文献 [12] 解析解对比

Fig. 2　Compared with the solution of reference [12]
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图 3    本文退化解与文献 [5] 解对比

Fig. 3　Compared with the solution of reference [5]
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图 4    饱和度对桩顶复刚度影响

Fig. 4　Effects of saturation on stiffness factor and equivalent viscous damping
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减小，振幅峰值越滞后。表明土体饱和度对桩基动力

特性有显著的影响。

图 5 为渗透率对桩顶复刚度的影响，计算时饱

和度取 0.7，在渗透率较大时，桩顶复刚度随渗透率

减小，孔隙水相对运动减弱，桩顶复刚度振幅随之降

低，且频率越高，由于液相强烈的惯性耦合作用，影响

越明显。当渗透率小于 10−10 m2 之后，非饱和土可看

成一个封闭系统，桩顶复刚度基本就不再变化。

图 6 为桩土模量比对桩顶复刚度的影响，计算

过程中，保持桩的模量不变，随着桩土模量比增大，桩

顶复刚度振幅及峰值对应的频率间隔逐渐明显增大，

说明就抗震效果而言，土体剪切模量越大，桩周土越

趋近于硬土地基，抗震效果越好；就桩基沉降方面，土

体剪切模量越小，桩土模量比越大，桩顶复刚度振幅

越大，桩顶沉降量反而越小。
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图 5    渗透系数对桩顶复刚度的影响

Fig. 5　Effects of permeability coefficient on stiffness factor and equivalent viscous damping
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图 6    桩土模量比对桩顶复刚度的影响

Fig. 6　Effects of the ratio of modulus on stiffness factor and equivalent viscous damping
 

图 7 和图 8 反映了不同频率下桩身位移和内力

的变化，在无量纲频率 a0 从 1 增加到 10 的过程中，

当 a0=1 时，桩身竖向位移和内力随桩深逐渐减小。

随着无量纲频率增大，桩顶位移逐渐减小，且随着频

率的增大，桩身位移和内力振幅峰值不断增大，桩身

位移和内力的反弯点也增多，a0 从 5 增大到 10 时，

桩身内力反弯点增加了 2 倍。

 5    结论

本文将土体看作非饱和三相多孔介质，建立了

单桩竖向振动计算简化模型，基于三维动力控制方程，

采用 Novak 薄层理论，化简了三维动力控制方程，推

导了非饱和土层中单桩的竖向动力阻抗和内力表达

式，分析了非饱和土中单桩的竖向动力特性，主要结

论如下：

（1）本文针对非饱和土简化解及针对饱和土的退

化解与已有文献的解析解的计算结果均十分吻合，验

证了本文简化模型的正确性和普适性。

（2）随着饱和度降低，在不改变其他参数的情况

下，桩的动刚度因子和等效阻尼的振幅随之增大，且

饱和度增大，土体的剪切波速减小，振幅峰值越
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滞后。

（3）在非饱和土中，当渗透率较大时，桩顶复刚度

随渗透率减小而减小，当渗透率小于 10−10 m2 之后，

桩顶复刚度基本就不再变化。

（4）桩土模量比对桩顶复刚度的影响显著，在保

持桩的模量不变的情况下，随着桩土模量比的增大，

桩顶复刚度振幅及峰值对应的频率间隔逐渐明显增

大。在对抗震要求高的地区可适当增大桩周土的剪

切模量，而在对桩基沉降要求高的地区可适当降低桩

周土的剪切模量。

（5）不同频率作用下，桩身的内力和位移变化显

著，频率越大，桩身位移和内力峰值越大。

（6）参数分析得到的振动响应规律能够对桩基工

程检测及桩基抗震工程设计提供工程指导及理论支撑。
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