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主应力在偏平面上的等效变换及其应用
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【摘要】通过坐标变换，推导建立了偏平面上的坐标变量与主应力间的相互转换关系，为求破坏准则在偏平面上的轨

迹提供了方便。进而利用得到的变换关系，分别考察了Mohr—COulon小破坏准则、广义Mises破坏准则和空间滑动面(SMP：

Spatial M。bilizaticm Plalle)破坏准则在偏平面上的轨迹，并利用不同准则在偏平面上的相互关系推得了相应准则的参数表达

式。分析表明，利用变换关系推得的这些参数表达式和已有的结论一致。
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O 引 言

对于各向同性材料，其应力应变关系与具体的

坐标系方向无关，只与三个主应力的大小有关，故可

以用主应力空间及其应力变量来描述。与主应力空

间对角线垂直的平面称为偏平面。应力张量可以分

解为一个各方向应力相等的球应力张量和一个偏应

力张量。由于偏平面上各点的球应力张量相等，仅

偏应力张量不同，故可到偏平面上考察本构模型或

破坏准则的基本特性。

不同的破坏准则在偏平面上的图形也不相同。

现有的大多数土力学著作没有详细介绍如何基于一

定的破坏准则得到其在偏平面上的变化曲线。因

此，本文基于主应力空间与偏平面的基本特性，通过

坐标变换推导了由破坏准则得其偏平面上变化图式

的通用等效变换公式。进而基于已得的变换公式考

察了Mohr-COulomb破坏准则、广义MiseS破坏准则

和空间滑动面(趴但：Spatial MObilization Plane)破

坏准则在偏平面上的变化图形，并根据这些图形间

的位置关系得到了相应破坏准则的参表达式。

1偏平面上主应力间的相互关系

与主应力空间三个坐标之间夹角相等的线为空
1

间对角线，其方向余弦均为专，见图1中的oN线。
√3

垂直于空间对角线的任一平面称为偏平面。
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D

图1偏平面在主应力空间中的位置图

由图1可知，偏平面上的主应力仃7i与主应力空

间的主应力毋的相互关系为：

盯7i=吼00s p=√号吒(i=l，2，3) (1)

或者

吼：毫：√寻仃7i(i：1，2，3)(2)吼2丽2√i仃i L 2 2 l，z，j，Lz’

再来考察偏平面上的应力特性。为了便于分

析，可在偏平面上建立z—y坐标系(见图2)。

呓≥Ji≥叫

+—＼寥

＼，
X

，了々／o ＼4 ～

＼＼30。』 互

＼＼√叫≥吒≥叫入∥＼《
嵋≥盯i≥吒 口i≥嵋≥吒

图2偏平面上的主应力关系

根据图2中的坐标关系，并考虑式(1)，可得：

z：譬(盯j—dj)：譬(盯l一巧3) (3)z=—了L盯1一d3，=百L盯l一巧3， LjJ

y=号(2盯j一盯j一盯j)=譬(2叮：一仃。一盯。)
(4)

同时引入应力张量第一不变量：

J1=盯1+口2+仃3 (5)

联立式(3)～式(5)即可得主应力与偏平面上的

坐标之间关系：

旷型学 (6)

旷型华 (7)仃22—■广一 (’7)

酽坠学 (8)

根据式(6)～式(8)即可把以主应力表示的破坏准

则转换得到偏平面上以z、y为基本变量的变化图形。

利用式(6)～式(8)还可以区分偏平面上主应力

间的相互关系。如当仃．≥仃，≥盯，时，有关系：

2J1+3√2z一√6y＼j1+√6y

J ，6 ：一；， (9)
j1+√6y、2J1—3√2z一√6y
【3夕 6一

由式(9)可得z与y的关系为：

一等z≤y≤等z (10)

式(10)表达的范围为图2中偏平面上的A区。同

理可得偏平面上其它区域内的主应力关系(见图2)。

2 Mohr—C加l伽b破坏准则在偏平面上的轨迹
当叮1≥巧2≥盯3时，Mohr—COulomb破坏准则可

以表示为下列形式[1]：

叮-舞～s酱_1(11)叮1瓦面一仃3瓦面2 l uu

式中：f、9分别为材料的粘聚力和内摩擦角。

把式(6)和(8)代人式(11)可得：

y一品+譬”訾(12)y 2一五i__z十了1l十—五≯Llz)
根据式(12)即可得Mohr-COulomb破坏准则在

偏平面上A区的变化图像(线段)俐。同理可以
绘制偏平面上其它区域上MOhr—COulomb破坏准则

的图像(见图3)。

涿一
迷互

图3不同破坏准则在7c平面上的轨迹
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根据式(12)及边界条件艮p式(10)川得图3中

M、N两点的坐标：

‰：熙J】+熙c(13)“M 3+sin 91 l‘3+sin 9
、1。7

yM=怒¨怒c(14)JM 9+3sin 91i’9+3sin 9
、1⋯

氏：粤j】+颦c(15)“N 3一sin舻11。3一sin 9
、1。7

yN=怒卜怒c(16)了N一9—3sin 911 9—3sin 9。
、1”7

进一步得到l oMf、l 0N 1的长度为：

0MI=怒”怒c(17)
0N l=拦鬻”篾甏c(18)

偏平面上任意点到原点距离的大小可以看作抗

剪强度的大小。根据MOhr—Coulomb破坏准则可

知，1 oMI代表土体拉伸时的强度，而I oN I代表土

体压缩时的强度。故由l 0』Ⅵl和I oN I的表达式可

得拉压强度比为：

K=础=蠹警 (19)

这与已有的结论是一致的。

3广义Mis鹤破坏准则在偏平面上的轨迹及其参

数确定

广义Mises破坏准则可以表示为下式[1]：

杰厄i万再丽嚼讪一矧
(20)

式中：日、忌为材料参数。

把式(6)～式(8)代入式(20)得：

z2+y2=2(以，1+愚)2 (21)

式(21)表示圆，故广义MiseS破坏准则在偏平

面上的轨迹为圆。

根据广义MiseS破坏准则与Mohr—COuk)mb破

坏准则在偏平面上的位置关系便可确定参数口、愚

的表达式。当广义MiseS破坏准则为Mohr—

COulornb破坏准则的外角外接圆锥时(见图3)，则

式(12)中圆的半径即为线段l oN I的长度，比较式

(21)和式(18)可得：

【一2鱼血旦一
J口一3(3一sin 9)

(22)l忌：掣攀
L j—sln 9

当广义MiseS破坏准则为Mohr．COulomb破坏

准则的内角外接圆锥时，则式(21)中圆的半径即为

线段f oMf的长度，比较式(21)和式(17)可得：

f一2辽曼i坠翌
J口一3(3+sin妒) (23)

k学筹
以上方法求得的参数表达式与已有的结论[2]

是一致的。

4 sⅧ破坏准则在偏平面上的轨迹及其参数确定
1974年松冈元与中井照夫针对无粘性土基于

空间滑动面(spatial M0bilization P1ane)概念提出了

SⅧ破坏准则，认为当空间滑动面上剪应力r～与
正应力盯～之比达到某一数值时土体发生剪切破
坏。SⅧ准则一方面能够较好地符合Mohr—
COuk)mb准则，另一方面能够克服了偏平面内Mohr

—C01 l】omb强度准则的奇异性与DmcKerPrager准则

的拉压强度相等性，因此能够在土工塑性分析中合

理地描述三维应力条件下无粘性土的强度特性[2l。

SMP破坏准则可表示为[3]：

鱼趟+鱼趟+鱼趟：愚，一9
(24)

同样利用上述方法可以求得SⅧ破坏准则在
偏平面上的轨迹。把式(6)～式(8)代入式(24)得：

嚣整％罄鬈勰呐一9(2J1+3√如_√@)(2J1—3√2z-√的)(J1+√的)

(25)

对于给定的Jl和忌f值，根据式(25)即可得到

SⅧ破坏准则在偏平面上的轨迹。当j1=5 kPa，

愚f-1和忌f=∞时SⅧ破坏准则在偏平面上的轨迹
见图4。

在三轴压缩条件下应力关系为口1≥口2=盯3，

由式(5)～式(8)有：J1=口1+2盯3，y=一等z，

仃1一盯3=2亿z。把这些关系代入式(25)得：

妒坐宴丛+9 (26)
盯1仃3
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妥≥弋 ～

＼心
j

＼o{

图4 SMP破坏准则在偏平面上的轨迹

在三轴压缩条件下又有关系式：

tan 9=．警 (27)tan 92■7== Lz，，
Z√盯1盯3

由式(26)和式(27)可得三轴压缩条件下SⅧ
破坏准则的参数表达式为：

志f-8tan29+9 (28)

这与已有的结论[43保持一致。

5结论

基于坐标变换，通过推导建立了偏平面上的坐

标变量与主应力间的相互转换关系，为求本构模型

或破坏准则在偏平面上的轨迹提供了方便。进而利

用得到的变换关系，分别考察了Mohr—COulomb破

坏准则、广义MiseS破坏准则和SMP破坏准则在偏

平面上的轨迹，并利用不同准则在偏平面上的位置

相互关系推得了相应准则的参数表达式。分析表

明，利用本文的等效变换关系推得的这些参数表达

式和已有的结论一致。
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1)极软岩系指单轴饱和抗压强度小于5Ⅷa
的岩石。常见的极软岩有地质时代较老的千枚岩和

页岩等，还有第三系和第四系下更新统粘土岩(泥

岩)、砂质泥岩、含砾砂质泥岩等，其极限摩阻力取值

原则上按《规范》表4．3．2—1硬粘土范围值高值。

2)硬质岩系指单轴饱和抗压强度大于30Ⅷa
的砂岩、石英岩、大理岩、石灰岩和岩浆岩等，软质岩

系指单轴饱和抗压强度介于5～30 MPa的泥灰岩、

板岩等，其极限摩阻力取值依据《规范》附表1．10风

化程度按其碎块大小参照《规范》表4．3．2—1砾石、

碎石或卵石的极限摩阻力取值，对已风化为土状者

参照《规范》砂土或粘性土的极限摩阻力取值。

2结论

1)单桩竖向承载力计算中桩周岩土极限摩阻力

和桩尖处岩土的容许承载力取值是桩基设计中最为

重要环节，是事关工程安危和工程费用经济合理的

关键所在。

2)在工程勘察设计中应综合分析有关地质资料

和工程勘察成果，基本弄清拟建工程场地岩土层地

质时代及工程地质条件。

3)依据《规范》原则并考虑岩土层工程性质及可

能影响其工程性质的各种因素，合理地对桩周极限

摩阻力及其容许承载力取值。
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