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子结构界面法求解岩土工程的接触问题

李 振 明
(总参工程兵第四设计研究院 北京 1。。 8 5 0)

【提要】对在岩土工程中经常遇到的物体之间的接触问题
,

本文尝试了用子结构界面法求 解 接触

问题
,

该方法不需要接触面的刚度参数
,

并且能对接触状态进行判定
,

求解接触应力和变形
。
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S t i f f n e s s m a t r i x
,

L 。 a d m a t r i x

O 前言 干个规模较小的结构 ( 即子结构 )
,

各子结

在土木工程中经常遇到物体之间的相互 构之间通过公共边界相连接
,

将每个子结构

接触的问题
,

如基础梁与地基的接触问题
,

的刚度特性聚缩至公共边界点
,

然后拼装形

重力坝由于分缝而产生的坝体之间的相互作 成全结构平衡方程
,

解 出公共边界点位移
,

用 问题
,

隧洞的衬砌与周围岩土的接触问题 再回代求出各子结构内部节点位移
,

继而求

等
,

解决此类问题有着很大的实际意义
,

长 得应力分布
,

它为在中
、

小型计算机上对大

期以来受到人们的普遍重视
。

型复杂结构进行分析提供了一个有效途径
。

子结构界面法求解接触面应力是 取接触 本文提 出的子结构界面法是先按接触体

体为分开的两个子结构
,

按两个子结构形成 (子结构 ) 建立平衡方程并凝缩至接触面
,

刚度矩阵
,

并凝聚至接触面
,

根据接触情况 然后根据接触状态进行叠加形成整体平衡方

叠加形成整体刚度矩阵求解
。

叠加时
,

对未 程
,

在叠加过程中
,

接触点对位移保持一致

开裂
、

未滑移的连续接触点对各方向自由度 的方向上只保留一个 自由度
,

因而最大限度

均保持一致 ( 即两点实为一点 ) ; 对 滑移的 地降低了方程求解的阶数
。

此外
,

由于运用

接触点保持法向自由度一致
,

切向自由度相 子结构凝聚了接触体 内部点的自由度
,

使得

对独立
;
对开裂的接触点对各方向自由度均 最终迭代只在接触面上进行

,

因而计算效率

相对独立
。

这种方法最大 限度地降低了方程 高
。

求解阶数
,

而且迭代只在接触面上进行
,

因 2 子结构界面法的实施过程

而计算效率高
;
无需给出接触面厚度及刚度 2

.

1 子结构法的 分析过程

参数
,

较能反映真实情况
。

子结构法的求解步骤如下
:

1 子结构界面法的基本原理 ( 1 ) 划分子结构

子结构法是将一个大型的结构分割成若 如图 1 (
a )所 示的大型结构 划分 成 若 干
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个如图1 (b )的子结构
,

对每个子结构进一步

划分为若干个单元
,

确定边界 点 和 内部 节

点
。

a( ) 大型结构

结构所有公共边界点经聚缩而组装起来的刚

度矩阵及荷载列阵
。

( 4 ) 由 [K 」{占}
=
{R }解得 {6 }

( 5 ) 对每个子结构从 {升中取 出 相应

的 {占
.

}
,

代入式 ( 1 ) 中求解 {占
.
}
。

( 6 ) 求解每个子结构所含单元应力
。

2
.

2 混合坐标 系下有限元 支配方程

由于接触点对间的接触状态必须根据接

触面上法向
、

切向应力及位移来判断
,

在分

析中
,

对某接触系统
,

设接触面采用局部坐

内部占 边界点

///////////

( b) 某子结构

标 ( 龙
, : ,

b )
,

对接触面外采用整体坐

标 ( x , 夕 , z
)

。

对某个包含有接触点和非接触点的离散

单元在整体坐标系下的平衡方程为
:

[ K 〕
o

{占}
o = { R }

o

( 5 )

引入转换矩阵 [ T 〕
. :

T厂
|
l||lù

一一

图 1 戈J分子结构图

1||||J

T

( 2 ) 子结构的聚缩

对每个子结构可建立平衡方程如下
: [ T ]

( l )

...P尸

一一

..七

卜O八OK 二 K . 。

K
。一 K

。 。

( 6 )

式中
: n

— 单元节点数

ō

|
一名名吕

.
.昌...

.
..nT,n 0` x n f了

T 住 T l’

吞
: :

b . ,

厂
|
,

!
七

一一
一IJ

T
Lr

式中
:

{氏 }
,

{几 }— 边界节点 位 移 和 荷

载 ;

亿
. }

,

{ P
.

}— 内部节点 位 移 和 荷

载
。

经变换式 ( 1 ) 为 :

〔K 百
。

〕{ 6
。

} 二 { P言} ( 2 )

其中
:

[ K百
。

] = [兀
。 `

〕一 [兀
。 . ] [ K 一〕

一 ’ [ K
。 . ] T

( 3 )

{ P 言} = {尸
。

} 一 [ K
。 .〕 [ K , , ]

一 ’
{ P .

} ( 4 )

称【K言
。

〕和 { P升分别为出口 点刚度矩阵

和出口点荷载列阵
。

( 3 ) 总体刚度矩阵及荷载列阵的建立

将每个子结构看成是一超级单元
,

即可

按一般有限元法处 理 形 成 整 体 平 衡 方程

[兀〕 {6 }
=

{尸 }的形式
。

这里 { 6 }是 全 结构所

有公共边界节点位移 列 阵
,

〔K 〕
,

{ R }是全

为第 i 节点局部坐标与整体坐标的转换

阵
。

若第 i 节点为非接触 面 点
,

则 〔乃〕为

3 x 3 单位阵
。

这样
,

该单元在混合坐标下

的有限元支配方程为
:

[ K
,

〕{ 6
,
}
。 == {天

`

}
,

( 7 )

式中
:

{6
`

} 二 [ T 〕
o

化 }
o

{ R
,

} = [ T 〕
.

{ R }
o

[ K
,

j
. = 〔T 〕

,

〔K j
,

[ T j
O T

2
。

3 子结构界面法

( 1 ) 基本方程

接触问题有两种等价提法
:
微分方程提

法和变分不等式提法
。

相应于微分方程的提

法的有限元支配方程为
:
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:

子结构界面法求解岩土工程的接触间题

[ K〕 { 6} = { F} ( 8 )

相应于变分不等式提法的有限元支配方

程为 (假定接触系统由两个子结构所构成 ) :

[ K」,
{占}

J == { F }
: + { F

。

}
: ( 9 )

式中
:

J 二 工
、

亚
,

分属 I
、

五两子 结构 ,

[ K」,

— 子结构的 刚度 矩 阵
,

对弹

性接触求解时 【K 〕:
保 持 不

变
,

接触状态的变化反映在

接触力调整之中 ,

{ F }
:

— 荷载列阵
;

{ F
。

}
:

— 接触力
。

由于式 ( 8 ) 和式 ( 9 ) 等价
,

因此可

由式 ( 3 ) 解出位移代入式 ( 4 ) 求解出接

触力
。

( 2 ) 子结构刚度矩阵的建立

对 I
、
亚两个子结构可用有限元法分别

建立平衡方程
:

`

!
式中

:

二:z
:

{::}
: 二

{二:
+ ,

.

}
: ` 1。· ,

二:}
。

{::}
: 一

{二:
+ ,

。

}
。 ` I Ob ,

{ F言}
, = { F

。 + f
。

}
。 一 [ K

。 .〕。 〔K . ;〕
一 `

x [ F ,〕 n ( 1 I f )

( 4 ) 界面方程的建立

式 ( 1 a1 ) 与 ( 1 1 b ) 组装后可得界面上

的平衡方程
:

〔K
。

〕 {占
。

} = { R
。

} ( 1 2 )

组装如下
:
对任一接触点对 k(

,

l)
,

当

l与 k点之间为相对连续时
,

k与 l在任 一 方向

上均保持一致的自由度
,

即两点为一点 ; 若

分离
,

各方向自由度序相 对 独 立 , 为 滑移

时
,

法向自由度保持一致
,

切向自由度则相

对独立
。

虽然在 ( 1 1
e )

、

( i l f )中包含了未知

接触力 { f
。

}
: 、

{fc }
。 ,

但由于接触 点对 间在

自由度序上保持一致方向上的接触约束力大

小相等符号相反
,

因此在用上述组装后的平

衡方程中不包含这些未知项
,

可由组装后的

平衡方程解出位移后由式 ( 1 1 ) 直接解出
。

( 5 ) 接触应力的求解

由式 ( 1 2 ) 解出 {占
。

}后代入式 ( 1 a1 ) 或

式 ( l l b ) 可直接解出接触力
。

由式 ( l l a
)得

:

{ f
。

}
: = [ K言

。

〕:
{ d

。

}
: 一 { F

。

}
: 一 [ K

。 .〕:

KKKK

`

— 边界点
;

F .

— 作用在内部点上的外载 ,

F
。

— 作用在接触边界上的外载 ,

f
。

— 接触力
。

x [ K . ,〕丁
`

{F
.
}

:

由式 ( 1 1 b ) 得 :

( 1 3 a )

下标 i 表示内部点
。

( 3 ) 子结构刚度矩阵的凝聚

式 ( 1 0 ) 用高斯消去法凝聚后可得平衡

方程
:

[ K言
。

〕
:

{占
。

}
: =

{ F言}
:

〔K言
。

〕
。

{占
。

}
。 = { F言}

:

( l l
a )

( 1 1 b )

{ f
。

}
。 = [ K 言

。

〕
。

{占
。

}
。 一 { F

。

}
。 一 〔K

。 .

j
。

x [ K 』.〕万
`

{ F
.

}
。 ( 1 3 b )

显然接触点对 间约束存在时有
:

{ f
。

}
。 = 一 { f

。

}
:

若指定接触体的接触面的外法线方向为

局部坐标系中的
n
的正方向

,

则某一接触点

对的k一 l的接触应力为
:

ō

l
卫l

ee
ZAAA

产z/
夕
/产 //iftUeb公

丈口矛ō子户
户
十声

厂

|l
卜ù

一一
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|l
一an从几一
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式中
:

[ K ;
。

〕
:

( 1 4 )

= [ K
。 。

〕: 一 〔K
。 .〕: [ K 二 ]于

几

x [ K
o .〕 I ( 1 l e

)

= 〔K
e 。

〕
: 一 [ K

。 .」: [ K 二 ]五
`

x [ K
。 。〕百 ( 1 l d )

{ F
。
+ f

。

}
: 一 [ K

。 .〕
:

〔 K `。〕
一 `

x 〔F .」:
( l l

e
)

式中
:

[ K言
。

〕
,

{ F下} : =

a
。 、 : , 、 : 。

— 接触点对 k一 l处法向

( n )
、

切向 ( ` )
、

切 向

b( )的接触应力
,

A

— 该接触点对控制的面

积 ;
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此 : 、

f 二: 、

f忿
:

— 该接触点对三个方 向

的接触力
。

( 6 ) 接触状态的判断

设接触面抗拉强度为 f
, ,

摩擦系 数 和凝

聚力分别为 f
、 。 ,

则接触状态由下式确定
:

a 。

) f
:

分离状态 ( 1 5 )

a
.

< 了
.

且侧下牛+ : 仁) c 一 f a
.

滑移状态

( 16 )

a
.

< 八且侧下牛+ 了笔< 。 一 fa
。

连续状态

( 1 7 )

用子结构界面法求解时
,

因接触点对间

的接触状态事前未知
,

因此需迭代求解
。

事

先假定所有接触点对均为连续
,

然后求解接

触应力
,

按式 ( 1 5 ) ~ 式 ( 1 7 )进行判断
,

得新

的接触状态
,

再以此作为初始接触状态重新

计算
,

求解该次迭代时的接触状态
,

如此反

复
,

直至前后接触状态无改变 (前 后两 次接

触状态一致 ) 为止
。

3 算例

如图 2 所示厚壁 圆筒
,

内径
a 二 3 m ,

外

径 b = s m
,

承受内压 P作用
,

已知

E = 2
。

0 x 1 0 5

M P a

拼 = 0
。

1 6 7

f = 0
。
8

c = 2
。

0 x 1 0 4

M P a

f
. = 3

.

0 x 10 5

M P a

一

经
卜

X /几 1

图 3 结构剖分图

通过计算得出的结果与理论解见表 1 ,

计算得到的各接触单元的接触应力与理论解

见表 2
。

表 1 数值解与理论解对比
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.
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.
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, ,
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·
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·
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表 2 接触应力与理论解对比

r` m

{
3

·

“

{
3

·

`

{
3

·

8

}
`

·

2

{ : }
5

·

。

理 论 解
/ 1 0

一 2入I P a

接触应力 , .

/ 1 0
一 Z M P a

2 1
.

2弓} 1 7
.

7 8 1 1 5
.

3 6 1 1 3
.

5 9】1 2
.

2 7 } 1 1
.

2 5

2 1
.

02 1 1 7
.

5 3】1 5
.

1 41 1 3
.

4 0】1 2
.

1 0】1 0
.

5 5

图 2 厚壁圆筒

由于结构对称
,

取其四分 之 一 进 行计

算
,

剖分如图 3 所示
,

取 A一 A为 接触 面
,

z
方向为 l m

,

两个子结构
,

单元 30 个
,

节点

9 6个
,

12 个接触单元
。

各接触单元均为连续
。
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