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无水均质边坡全局最优化稳定性分析
———圆弧滑面积分法

刘大海
（深圳市地质局，广东深圳　５１８０２３）

【摘　要】　传统的条分法，每次搜索滑面都需要重新计算土条的几何量，计算工作量大，搜索得到的滑面也难以保证是

全局最危险滑面。以１ｓｔＯｐｔ全局最优化软件为工具，以圆弧滑面积分方法为基础，对无水均质边坡使用Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ及简化

Ｂｉｓｈｏｐ分析方法搜索边坡全局最危险滑面，获得了非常好的效果。
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０　引　言

边坡稳定性分析的刚体极限平衡法是边坡分析

的主要方法。经典的圆弧滑面条分法，如Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ

条分法（瑞典条分法）、简化Ｂｉｓｈｏｐ条分法等，经过

半个多世纪的发展，目前仍然是边坡分析的主要

方法。

圆弧滑面条分法的边坡稳定分析，需分两步实

现：第一，计算边坡稳定系数；第二，搜索最危险滑

面。前者是分析的基础，后者是边坡稳定性分析的

重点与难点。

传统的条分法，是先设定初始滑面，计算其稳定

系数，再按一定的规则搜索另一滑面并计算其稳定

系数，如此反复；然后在搜索的众多滑面中找出稳定

系数最小的滑面。每次搜索滑面时，条分法都需要

对土条的几何量重新计算，工作量大，非常繁琐。目

前常用的岩土分析软件，如理正深基坑支护软件、

Ｇｅｏｓｔｕｄｉｏ岩土软件等都是采用条分法计算。

一般而言，上述传统方法搜索得到的危险滑面

是局部危险滑面，依赖于初始给出的滑面参数，难以

保证得到的滑面就是全局最危险滑面。

最危险滑面的搜索是边坡稳定性分析的重点与

难点。目前边坡稳定性分析的研究热点，主要着重

于最危险滑面的搜索方法。肖专文等（１９９８）使用遗

传进化算法搜索全局最危险滑面［１］；莫海鸿等

（１９９９）使用模式搜索法搜索全局最危险滑面
［２］；迟

丽华等（２００１）使用单纯形法搜索局部危险滑面
［３］；

邹广电（２００２）利用障碍函数法及随机投点法的全局

优化算法搜索危险滑面［４］；戴自航等（２００２）导出了

基于简化Ｂｉｓｈｏｐ圆弧积分表达式，但需给出稳定系

数初值进行搜索迭代求解，结果仍为局部解［５］；高伟
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等（２００５）使用仿生算法寻找最危险滑面
［６］；李同录

等（２０１１）使用黄金分割法搜索最危险滑面
［７］；邓东

平（２０１１）采用随机搜索法搜索最危险滑面
［８］；蔡征

龙等（２０１４）使用圆弧滑面积分法，采用二维搜索求

解局部最优解［９］；王俊奇等（２０１５）对Ｂｉｓｈｏｐ法，使

用拟牛顿法求解局部最优解［１０］。

圆弧滑面条分法是数值方法，而圆弧滑面积分

法是解析方法，在每次搜索最危险滑面时，用积分代

替条分求和，不需要重新计算土条的几何量，大大减

少了计算工作量。

边坡最危险滑面的搜索，实际上是一个确定稳

定系数最小值的最优化问题。最优化问题一般为非

线性问题，参数寻优比较困难，全局寻优更是如此。

全局最优化方法是国内外最优化研究的一个热点和

难点。利用专业化最优分析工具是解决边坡稳定性

分析的快捷和可行方向。如此，岩土工作者只需负

责边坡建模，无需将大量的精力投入到最优化方法

的研究中。

１ｓｔＯｐｔ是国内七维高科有限公司研发的全局

最优化分析工具，是目前不依赖于人工给出参数初

值的通用最优化软件，它具有独特的全局优化算法，

可以大概率找到全局最优解［１１］。

本文以１ｓｔＯｐｔ软件为工具，以圆弧滑面积分法

为基础，对无水均质边坡使用Ｆｅｌｅｎｉｕｓ方法及简化

Ｂｉｓｈｏｐ方法进行了边坡稳定性分析，搜索全局最优

化的最危险滑面，并与条分法的其他求解结果进行

了对比研究。

１　基于圆弧滑面积分法的边坡稳定系数

现以微土条作为研究对象，受力分析见图１。

以圆弧滑面积分法代替条分求和法作为稳定性分析

的基础，在搜索圆弧滑面时不需要每次迭代都重新

计算土条的几何量。
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图１　边坡圆弧滑面及微土条受力图

设圆弧滑面的半径为犚，微土条的抗滑力（抗剪

力）为ｄ犜ｆ，下滑力（剪力）为ｄ犜。在边坡尚未破坏

时，土条滑动面上的实际抗剪强度ｄ犜ｆ′只发挥了土

体抗剪强度ｄ犜ｆ的一部分，需对抗剪强度进行折减，

设其强度折减函数为ξ（犾）
［１２］：

ｄ犜ｆ′＝
１

ξ（犾）
·ｄ犜ｆ （１）

根据力矩平衡条件得到：

∫犾犚·ｄ犜ｆ′＝∫犾犚·ｄ犜 （２）

既： ∫犾
１

ξ（犾）
ｄ犜ｆ＝∫犾ｄ犜 （３）

根据中值定理，左侧积分为：

∫犾
１

ξ（犾）
ｄ犜ｆ＝

１
犉ｓ∫犾ｄ犜ｆ （４）

从而得到边坡的稳定系数犉ｓ：

犉ｓ＝
∫犾ｄ犜ｆ

∫犾ｄ犜
（５）

式（５）为边坡稳定性分析的基本公式
［１２］。

１．１　Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法（瑞典法）

Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法（瑞典条分法），将微土条滑面切向

力作为平衡条件，忽略土条两侧的作用力，以力及力

矩平衡条件为基础进行圆弧滑面稳定性分析。

由于：

ｄ犜ｆ＝ｄ犖·ｔａｎφ＋犮·ｄ犾 （６）

ｄ犜＝ｄ犠·ｓｉｎα （７）

ｄ犠＝狑·ｄ狓 （８）

ｄ犖＝ｄ犠·ｃｏｓα （９）

ｄ犾＝ｓｅｃα·ｄ狓 （１０）

则微土条的抗剪力ｄ犜ｆ及剪力（下滑力）ｄ犜为：

ｄ犜ｆ＝（狑·ｃｏｓ２α·ｔａｎφ＋犮）·ｓｅｃα·ｄ狓 （１１）

ｄ犜＝狑·ｓｉｎα·ｄ狓 （１２）

从而由式（５）就可得到积分法表达的Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ

边坡稳定系数犉ｓ：

犉ｓ＝
∫
狓ｂ

狓ａ

ｄ犜ｆ

∫
狓ｂ

狓ａ

ｄ犜

＝
∫
狓ｂ

狓ａ

（狑·ｃｏｓ２α·ｔａｎφ＋犮）·ｓｅｃα·ｄ狓

∫
狓犫

狓犪

狑·ｓｉｎα·ｄ狓

（１３）

式中：ｄ犠 为土条重力；ｄ犖为滑面法向反力；α为土

条滑面角；ｄ犾为土条滑面弧长；犮为土的黏聚力；φ
为土的摩擦角；狑为单位宽度土的重力；狓ａ为滑面

在坡脚处的交点坐标；狓ｂ 为滑面在坡顶处的交点

坐标。
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１．２　简化Ｂｉｓｈｏｐ法

简化Ｂｉｓｈｏｐ法，与Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法不同之点在于，

简化Ｂｉｓｈｏｐ方法是以土条竖向力作为平衡条件，忽

略土条两侧的竖向剪力，但考虑了土条两侧的水平

力。因水平力对竖向力平衡不起作用，从而合理规

避了水平力对稳定性分析的影响，其计算精度高于

Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法
［１３］。

ｄ犜ｆ′＝
ｄ犜ｆ
犉ｓ

＝
ｄ犖·ｔａｎφ＋犮·ｄ犾

犉ｓ

（１４）

由竖向力平衡得到：

ｄ犠＝ｄ犖·ｃｏｓα＋ｄ犜ｆ′·ｓｉｎα （１５）

令Ｂｉｓｈｏｐ系数犿α：

犿α＝ｃｏｓα＋
ｓｉｎα·ｔａｎφ
犉ｓ

（１６）

由式（１４）代入式（１５），得到滑面反力ｄ犖：

ｄ犖＝
１
犿α
·（ｄ犠－

ｓｉｎα
犉ｓ
犮·ｄ犾） （１７）

则微土条的抗剪力ｄ犜犳及下滑力ｄ犜为：

ｄ犜犳＝ｄ犖·ｔａｎφ＋犮·ｄ犾

＝
１
犿α
·（ｄ犠·ｔａｎφ＋ｃｏｓα·犮·ｄ犾）

＝
１
犿α
·（狑·ｔａｎφ＋犮）ｄ狓

（１８）

ｄ犜＝ｄ犠·ｓｉｎα＝狑·ｓｉｎα·ｄ狓 （１９）

从而由式（５）就可得到积分法表达的简化Ｂｉｓｈ

ｏｐ边坡稳定系数犉ｓ：

犉ｓ＝
∫
狓ｂ

狓ａ

ｄ犜ｆ

∫
狓ｂ

狓ａ

ｄ犜

＝
∫
狓ｂ

狓ａ

１
犿α
·（狑·ｔａｎφ＋犮）ｄ狓

∫
狓ｂ

狓ａ

狑·ｓｉｎα·ｄ狓

（２０）

式（２０）为关于犉ｓ的非线性方程，需采用迭代

方法求解。

２　边坡稳定性分析的最优化方法

在式（１３）、式（２０）的稳定系数表达式中，只要根

据边坡边界几何条件及滑面方程，建立土条单位宽

度重力狑、滑面角α（或其三角函数）以及Ｂｉｓｈｏｐ系

数犿α 关于狓的函数关系，就可计算边坡的稳定

系数。

稳定系数中的积分计算可采用一般的数值积分

方法，如梯形积分法、高斯积分法等，Ｍａｔｈｃａｄ及

１ｓｔＯｐｔ软件有内置的积分函数直接调用。

在此基础上，再对边坡滑面进行寻优。

２．１　土条单宽重力函数狑及滑面角函数α

设圆弧滑面的圆心坐标及半径为（狓０，狔０，犚）。令

边坡的边界面函数为犳０（狓），圆弧滑面函数为犳ｃ（狓）：

犳０（狓）＝

犳１（狓） 狓＜０

犳２（狓）０≤狓≤狓２

犳３（狓）狓＞狓

烅

烄

烆 ２

（２１）

犳ｃ（狓）＝狔０－ 犚２－（狓－狓０）槡 ２ （２２）

则可得到土条单位宽度重力函数狑：

狑（狓）＝γ·（犳０（狓）－犳ｃ（狓）） （２３）

由标准圆方程：

（狓０－狓ａ）２＋（狔０－狔ａ）２＝犚２ （２４ａ）

（狓０－狓ｂ）２＋（狔０－狔ｂ）２＝犚２ （２４ｂ）

可得到圆弧参数（２５）～（２６）：

狓０＝
（狔０－狔ｂ）２－（狔０－狔ａ）２＋（狓２ｂ－狓２ａ）

２（狓ｂ－狓ａ）
（２５）

犚＝ （狓０－狓ａ）２＋（狔０－狔ａ）槡 ２ （２６）

据此，得到圆弧滑面角函数α：

ｓｉｎ（α）＝
狓－狓０
犚

（２７）

ｃｏｓ（α）＝
犚２－（狓－狓０）槡 ２

犚
（２８）

其中：狔ａ＝犳０（狓ａ），狔ｂ＝犳０（狓ｂ）；

２．２　边坡界面分段函数的转换

对于分段函数犳０（狓），由于大多软件尚无内置

的分段函数，为使用方便，可用符号函数ｓｉｇｎ（）将分

段函数式（２１）转化为非分段函数式（３４）：

ｓｉｇｎ１（狓）＝
１－ｓｉｇｎ（狓－狓１）

２
（２９）

ｓｉｇｎ２（狓）＝
１＋ｓｉｇｎ（狓－狓１）

２
（３０）

犳１２（狓）＝ｓｉｇｎ１（狓）·犳１（狓）＋ｓｉｇｎ２（狓）·犳２（狓）

（３１）

ｓｉｇｎ３（狓）＝
１－ｓｉｇｎ（狓－狓２）

２
（３２）

ｓｉｇｎ４（狓）＝
１＋ｓｉｇｎ（狓－狓２）

２
（３３）

犳０（狓）＝ｓｉｇｎ３（狓）·犳１２（狓）＋ｓｉｇｎ４（狓）·犳３（狓）

（３４）

式中：狓１为边坡界面坡脚角点坐标，狓２为边坡界面

坡顶角点坐标；

２．３　最危险滑面求解的最优化方法

在得到边坡稳定系数的积分法表达式后，关键

就是对边坡滑面寻优。

Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ及简化Ｂｉｓｈｏｐ边坡稳定系数式（１３）
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及式（２０）都是关于（狓０，狔０，犚）的参数。一般而言，

最危险滑面一般在坡脚及坡顶附近通过。因此，搜

索通过坡脚坐标狓ａ、坡顶的坐标狓ｂ及圆心纵轴坐

标狔０ 要比搜索（狓０，狔０，犚）容易得多。本文搜索最

危险滑面参数改为搜索（狓ａ，狓ｂ，狔０）。

求解边坡稳定系数式（１３）及式（２０）的最小值，

实际上是对参数（狓ａ，狓ｂ，狔０）进行寻优的非线性最优

化问题，求解较为困难，全局寻优更为困难。经典求

解方法主要有列文伯格法（ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｑｕａｒｄｔ）、

共轭梯度法（ＣｏｎｊｕｇａｔｅＧｒａｄｉｅｎｔ）、拟牛顿法（Ｑｕａ

ｓｉＮｅｗｔｏｎ）等，其解依赖于输入的参数初值，为局部

最优解而非全局最优解。

条分法分析软件，目前常用的专业岩土软件有

理正深基坑支护设计软件及ＧｅｏＳｔｕｄｉｏ专业岩土软

件，给出的最危险滑面一般为局部最优解。

理正深基坑支护设计软件ｖ７．０，可选用Ｆｅｌｌｅ

ｎｉｕｓ（瑞典条分法）、简化Ｂｉｓｈｏｐ法、Ｊａｎｂｕ法等３种

方法进行稳定性计算，不需给出搜索初值，通过搜索

一系列的滑面，给出边坡最小稳定系数滑面。

ＧｅｏｓＳｕｄｉｏ专业岩土软件，可选用的分析方法

有Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法（瑞典法）、简化Ｂｉｓｈｏｐ法、Ｊａｎｂｕ法、

一般Ｊａｎｂｕ法、通用条分法、ＭｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎＰｒｉｃｅ、

Ｓｐｅｎｃｅｒ、Ｓａｒｍａ等条分法，不需要给出搜索初值，通

过搜索一系列的滑面，找出边坡最小稳定系数

滑面。

积分法分析软件，可选用Ｍａｔｈｃａｄ通用数学软

件以及我国七维高科有限公司开发的１ｓｔＯｐｔ

软件。

Ｍａｔｈｃａｄ通用数学软件的最优化求解，可用最

小误差函数Ｍｉｎｅｒｒ（犉ｓ，狓ａ，狓ｂ，狔０）求解目标函数来

实现的，求解结果为局部最优解。其可选算法有列

文伯格法、共轭梯度法、拟牛顿法等３种，算法可人

为指定也可由软件自动选择。

１ｓｔＯｐｔ最优化软件，可用最优化指令Ｍｉｎｉｍｕｎ

＝犉ｓ（狓ａ，狓ｂ，狔０）大概率的得到全局最优解。它提

供了通用全局优化算法、稳健全局优化算法、简面体

爬山法、经典局部最优化算法、遗传算法等１２种最

优化方法。该软件的最大特点是不需要提供参数初

值而能得到全局最优解。对于非线性最优化，通用

全局优化算法 （ＵｎｉｖｅｒｓａｌＧｌｏｂａｌＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

ＵＧＯ）通常是最佳选择。

１ｓｔＯｐｔ软件求解边坡稳定系数，程序代码由５部分

构成：

１）定义寻优参数（狓ａ，狓ｂ，狔０）；

２）给出边坡几何参数：坡高犎０、坡比犿及边坡

界面函数犳０（狓）；

３）给出边坡土力学参数（γ，犮，φ）；

４）计算中间参量；

５）求解稳定系数犉ｓ的全局最优化值；

在全局最优化求解中，需对搜索的滑面圆心坐

标（狓０，狔０）进行合理约束，否则解算得到的滑面圆心

坐标有可能离坡脚太远，稳定系数不符合岩土力学

常识。

圆心坐标可用下式进行合理约束：

－
狓１＋狓２
２

≤狓０≤
狓１＋狓２
２

（３５）

犎０
２
≤狔０≤２００ （３６）

３　解算实例

对边坡稳定性分析，现用圆弧滑面条分法及圆

弧滑面积分法进行计算对比。前者，用理正深基坑

Ｖ７．０ＰＢ３版及Ｇｅｏｓｔｕｄｉｏ２００７版岩土专业软件求

解；后者，用ＭａｔｈＣａｄＶ１５版数学工具求解局部最

优解，用１ｓｔＯｐｔＶ７．０版最优化软件求解全局最

优解；

［例１］　选自文献［１４］

边坡为均质边坡，坡高２５ｍ，坡比为１２，土的

重度γ＝２０ｋＮ／ｍ３，黏聚力犮＝１０ｋＰａ，内摩擦角φ＝

２６．６°。求边坡稳定系数。

［例２］　选自文献［１５］

边坡为均质黏土边坡，坡高２０ｍ，土的重度γ＝

２０ｋＮ／ｍ３，黏聚力犮＝４２ｋＰａ，内摩擦角φ＝１７°。求

坡角为５０°时的边坡稳定系数。

解算结果见表１、表２。

表１、表２对比列出了文献解、理正基坑、Ｇｅｏｓ

ｔｕｄｉｏ、Ｍａｔｈｃａｄ、１ｓｔＯｐｔ软件解等５种方法的解算结

果。从表中可以看出，对于稳定系数犉ｓ，各种方法

的解算结果比较接近，但滑面参数有一定差异。解

算结果表明，积分法好于条分法，简化Ｂｉｓｈｏｐ法好

于Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法；１ｓｔＯｐｔ全局最优解好于 Ｍａｔｈｃａｄ

理正深基坑及Ｇｅｏｓｔｕｄｉｏ局部最优解。Ｍａｔｈｃａｄ解

算结果依赖于初始给出的参数初值，而１ｓｔＯｐｔ不需

要给出参数初值。
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表１　例１边坡分析解算结果对比 ｍ（犉ｓ除外）

分析方法 分析软件
迭代初值

犉ｓ 狔０

滑面参数求解值

滑面与边坡交点 滑面圆弧参数

狓ａ 狓ｂ 狓０ 狔０ 犚

稳定系数

犉ｓ

备注

Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ

条分法

积分法

文献［１４］解

理正基坑解

Ｇｅｏｓｔｕｄｉｏ

Ｍａｔｈｃａｄ

１ｓｔ０ｐｔ

１．３３０

１１．２６８ ４３．１４３ ４４．５９０ １．３４２ 土条宽１．００

１１．２６８ ４３．１４３ ４４．５９０ １．３４１ 土条宽０．１０

０．００ ５４．４２９ ５．８２４ ５４．８５９ ５５．１６９ １．３１４ 土条数３０

０．００ ５４．４２９ ５．８２４ ５４．８５９ ５５．１６９ １．３１４ 土条数１００

６０ ０．０４８ ５２．４８８ ４．２１５ ５８．８１５ ５８．９３８ １．３１３

４０ －０．０３７ ５２．２３６ ４．７４９ ５７．１４２ ５７．３４２ １．３１３

０．００ ５２．２９５ ４．５０５ ５７．７７１ ５７．９４７ １．３１３

简化Ｂｉｓｈｏｐ

条分法

积分法

文献［１４］解

理正基坑解

Ｇｅｏｓｔｕｄｉｏ

Ｍａｔｈｃａｄ

１ｓｔ０ｐｔ

１．４５７

７．３６８ ５１．２５４ ５１．７８１ １．４０９ 土条宽１．００

７．３６８ ５１．２５４ ５１．７８１ １．４０９ 土条宽０．１０

０．０００ ５４．４２９ ０．７５９ ７０．０９９ ７０．１０３ １．３７７ 土条数３０

０．０００ ５４．４２９ ０．７５９ ７０．０９９ ７０．１０３ １．３７７ 土条数１００

１．５００ ６０ ０．０００ ５０．０００ ０．２６０ ６１．９８１ ６１．９８１ １．４０５

１．３１３ ６０ ０．０００ ５０．０００ ０．２１０ ６２．０８０ ８２．０８０ １．３７７

０．０００ ５２．９５４ －１．５５１ ７１．８６８ ７１．８８５ １．３７２

表２　例２边坡分析解算结果对比 ｍ（犉ｓ除外）

分析方法 分析软件
迭代初值

犉ｓ 狔０

滑面参数求解值

滑面与边坡交点 滑面圆弧参数

狓ａ 狓ｂ 狓０ 狔０ 犚

稳定系数

犉ｓ

备注

有限元法
极限平衡法 文献［１５］解 １．１２５

强度折减法 文献［１５］解 １．１２０

Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ

条分法

积分法

文献［１５］解

理正基坑解

Ｇｅｏｓｔｕｄｉｏ

Ｍａｔｈｃａｄ

１ｓｔ０ｐｔ

－１．２４ ２７．１８ ２７．２１ １．１００ 土条宽１．００

－０．８０ ２５．３６ ２５．３８ １．０９９ 土条宽０．１０

０．００ ２５．２１ －１．７５ ２８．１０ ２８．１５ １．１００ 土条数３０

０．００ ２５．２１ －１．７５ ２８．１０ ２８．１５ １．０９９ 土条数１００

５０．００ ０．００ １９．２５ ２．９６ １６．４１ １６．６８ １．０５９

３０．００ ０．００ １６．７８ １．８７ １５．４７ １５．５９ １．０９５

０．００ １９．２２ ２．９４ １６．４１ １６．６７ １．０５８

简化Ｂｉｓｈｏｐ

条分法

积分法

文献［１５］解

理正基坑解

Ｇｅｏｓｔｕｄｉｏ

Ｍａｔｈｃａｄ

１ｓｔ０ｐｔ

１．１１８

－１．４４ ２６．１３ ２６．１７ １．１１９ 土条宽１．００

－１．４４ ２６．１３ ２６．１７ １．１１７ 土条宽０．１０

０．００ ２５．２１ －１．７５ ２８．１０ ２８．１５ １．１２０ 土条数３０

０．００ ２５．２１ －１．７５ ２８．１０ ２８．１５ １．１２０ 土条数１００

１．５０ ５０．００ ０．００ ２５．３７ －２．３６ ２９．０８ ２９．１７ １．１７３

１．１０ ３０．００ －０．０１ ２５．２６ －３．３０ ３０．１２ ３０．３０ １．１１６

０．００ ２４．４３ －１．９２ ２７．２７ ２７．３３ １．１１６

（下转第８２页）


