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用卡尔曼滤波与有限元结合

对地下水位进行最优估算

史 瑞 卿
(建设部综合勘察研究院 北京 1 0 。。 。7 )

【提要】本文主要论述了卡尔曼 ( K al m an ) 滤波法与有限元结合进行地下水位最优沽算的基本原

理
,

并用实例进一步论证了卡尔曼有限元法的优点
。
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在使用有限元或有限差对地下水流进行

数值模拟时
,

模拟过程中参数的选择
、

初始

条件和边界条件的确定都会导致模拟结果产

生误差
。

而在野外观测过程中
,

由于仪器的

精度及其它人为或 自然的偶然因素
,

其测量

结果必然也含有一定的误差
,

如何使模型计

算引起的误差和量 测过程中产生的误差在地

下水模拟预报 中的综合影响达到最小
,

卡尔

曼滤波与有限元结合就能较好地解决这一问

题
。

1 卡尔曼诊波的基本原理

具有随机干扰及量测噪声的线性系统可

用 连续时间或离散时间的状态方程或差分方

程来描述
,

其具体的离散方程如下
:

x ( k ) = 必 ( k
,

k 一 l ) x ( k 一 1 ) )
+ 、 ( k 一 ` ’ u ` k 一 ` ’

{
+ r ( k 一 ` , w ( k 一 ` ’

{
y ( k ) = e ( k ) x ( k ) + v ( k ) 夕

( 1 )

在考虑滤波问题时
,

先不考虑确定性榆

入
“ ( k ) 的影响

,

公式 (1 ) 变为
:

x ( k ) = 必( k
,
k 一 1 ) x ( k一 ) 、

+ 厂 ( k 一 1 )脚 ( k 一 1 ) ) ( 2 )

, ( k ) = c ( k ) x ( k ) + v ( k ) J

式中 ` ( k)
, 。 ( k) — 模型 噪 声 和 量 测噪

声
;

x ( k )
,

y( k) — 系统的状态向 量 和输

出向量
;

必( k
,

k一 1) — 从 (k 一 1) 时刻到 k时刻

的一步状态转移矩阵 ;

厂 ( k )— 模型 噪 声 { w ( k ) }对系统

作用大小的加权矩阵 ,

: (k )— 量测矩阵
。

卡尔曼滤波公式就是根据 最 小 方 差原

理
,

即要使 x( k) 的估计值 x k( )为最 优 线性

滤波 (最优线性估计 ) 的条 件 是
,

必 须 满

足 估 计 误 差 x ( k) 的平方和的期望 值 为最

小而推出的一组最优线性递推滤波公式
,

利

用这组递推公式从已知的状态初值 x( o) 及误

差协方差阵初值 P ( o) 出发
,

每得到一次新的
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量测值 , ( k )
,

状态估计值

只需利用 已算出的前一时刻的
x k( 一 1) 和误差协方差阵Pk( 一 1 )

,

便可算出此刻的状态估计值 x ( k) 及 相 应的

误差协方差阵尸 ( k )
,

这组递推公式称为卡尔

曼滤波器
,

其具体公式如下
:

状态预测方程
:

x ( k { k
一 ;

) = 必 ( k
,
k 一 1 )

·

x ( k 一 1 ) ( 3 )

更新状态方程
:
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更新状态误差协方差阵
:

P ( k ) = 〔I 一 K ( k )
c
( k )〕P ( k }无一 1 )
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其中
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卡尔曼滤波增益矩阵
:

K ( k ) 二 P ( k ! k 一 z )
c ,

( k ) 〔c ( k ) P ( k { k

一 1 )
c r

( k ) + R ( k ) 〕
一 ’ ( 5 )

预测状态误差协方差阵
:

P ( k I k 一 z ) = 功 ( k
,

k 一 1 ) P ( k 一 1 )
·

Q ( k )为对称非负定阵
,

R ( k )为 对 称正

定阵
。

2 承压含水层二维非稳定流的有限元法

对于非均质各向同性具有一类边界的承

压含水层
,

其二维非稳定流的数学模型为
:
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各项符号的物理意义在此略去
。

利用三角形剖分和线性插值
,

应用迩辽

金有限元法
,

求得上述数学模型的离散方程

组为
:
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3 卡尔里谁波与有限元的藕合

把上述迎辽金有限元数值模型的离散形

式 ( 1 1 )
,

按照卡尔曼滤波原理
,

加上误差

项
,

即可得卡尔曼滤波系统的状态方程为
:

h ( k + 1 ) = 必h ( k ) + B + 留 ( k ) ( 1 2 )

量侧方程为
:

夕( k ) 二 c ( k ) h ( k ) + v ( k ) ( 1 3 )

当状态转移矩阵中及系统噪声统 计 已知

时
,

该系统的卡尔曼滤波递推方程如下
:

h ( k }k 一 1 ) 二 必 ( k
,
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在此
,

抓 k) 为 k时刻的水位实测值
。
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如果 已知初始状态向最 h( o】0) 二 h ( o )及

其协方差阵尸 ( 。 } 0 )
,

就能 够用 上 述 递推公

式 ( 1 4 ) ~ ( 1 8 )逐步计算出下一时刻的状态最

优估计值 h k( Ik )
二 h ( k )

。

其中模型误差的协

方差阵Q ( k) 由有限元模拟值与实测值之差来

确定
,

量 测误差的协方差阵 R ( k) 根据实际观

测条件及仪器精度综合给定
,

C ( k) 取单位阵
。

4 计算实例与结果分析

应用某地 1 9 8 6年 9月的水位为初始水位
,

用有限元卡尔曼滤波法 (即有限元与卡尔曼

滤波的结合 )计算得出其在 19 87 年 9月和 1 9 8 8

年 9 月的水位值
,

与单纯用有限元法模拟计

算的结果进行了比较
,

详见表 1 与表 2
。

表 2 1 9 88 年 9月计算结果误差对比表 单位
: m

节点号
有
计
限
算误

兀
差
卡尔曼有限
元计算误差

节点号
有 限 元
计算误差

卡尔曼有限
元计算误差
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表 1 19 87年 9月计算结果误差对比裹 单位
: m

节点号

}暮鑫
1

}
。

·

`

1 0
1

”
·

4

Z u
l
一 ”

·

2

3 0
}
一 “

·

3

4 0
{ ”

·

4

5 0 】一 0
·

7

二毛

差
卡尔曼有限
元计算误差

节点号 }有 限 元 }
!计算误差 }

卡尔曼有限
元计算误差

注
:
有限元计算误差 = 有限元计算水位 减 去 实 测水

位 ;

卡尔曼有限元计算误差= 卡尔曼有限元法计算水位 减

去实测水位
。

由表 1 和表 2 可见
,

用卡尔曼有限元法

得出的结果比用有限元法计算的结果
,

其误

差要小得多
。

这就说明了通过使用卡尔曼滤

波法与有限元法相结合
,

能使地下水流数值

模拟中有限元计算结果有较大的改进
。

而且

由于卡尔曼有限元法考虑 了量测误差
,

其计

算结果比实测值更为合理
。

用这样的计算结

果进行下一时段的预报
,

必然会提高其预报

精度
,

从而为进一步进行水资源管理提供可

靠的依据
。
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