
文章编号：1007-2993（2007）01-0001-03

数值流形方法中覆盖位移函数的改进

周小义1　邓安福1　黄润英2
（1∙重庆大学土木工程学院�重庆　400045；2∙重庆煤田地质研究所�重庆　400042）

　　【摘　要】　通过对数值流形方法刚度矩阵形成的研究�提出一种改进的覆盖位移函数�以改善刚度矩阵计算。分析表
明�改进的覆盖位移函数可使刚度矩阵的局部大数数量级明显的降低�提高计算效率�给矩阵求解提供适当的意见�并给出算
例验证方法的正确性。
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Improvement of Cover Displacement Functions
in the Numerical Manifold Method

Zhou Xiaoyi1　Deng Anfu1　Huang Runying2
（1∙College of Civil Engineering�Chongqing University�Chongqing400045；

2∙Chongqing Coal Geology Institute�Chongqing400042China）
　　【Abstract】　Based on research of the formation of stiffness matrix in the numerical manifold method�physical cover displace-
ment function is improved to mend the stiffness matrix that relatively huge numerical value appears in part of that．The result shows
that locally huge numerical value is greatly reduced as adoption of improved formulation of physical cover displacement function�and
calculation efficiency is enhanced．This supplies a reasonable suggestion for the solution of the stiffness matrix．An example testifies
the validity of the proposed approach．
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0　引　言
数值流形方法是将有限单元法和非连续变形分

析两种平行的数值方法统一于一体的新型、通用的
数值方法［1-2］。它基于流形覆盖技术�采用物理网
格体系和数学网格体系�通过在分析域内的物理覆
盖上建立一般覆盖位移函数加权求和形成总体位移

函数�进而用构造的总体位移函数去逼近求解域的
真实场函数�适用于求解连续介质和非连续介质的
力学问题�在岩土工程中有广泛的应用发展前景。

自石根华提出数值流形方法以后�在国内周维
垣、裴觉民等率先引进和应用［3-4］。此后�葛修润、
朱以文和王芝银等做了大量研究工作［5-7］�极大地
推动国内数值流形方法的发展。作为一种新型的数
值方法�为了更好地应用于工程实践�其理论研究须
进一步完善和发展。

覆盖位移函数是数值流形方法有限覆盖系统中

的一个重要组成部分�它的选取直接影响到刚度矩
阵的形成和求解的精度。而刚度矩阵的计算一直是

数值方法的重要部分�如何有效的降低其的计算量
是我们所关心的。本文基于这一想法�提出一种改
进的覆盖位移函数来改善这个问题。
1　覆盖位移函数

基于流形单元的有限覆盖系统�在二维流形方
法中�定义在任意物理覆盖 U i 上覆盖位移函数为

ui（ x�y）�v i（ x�y）。目前覆盖位移函数常采用 La-
grange分片差值函数来表示。

ui（ x�y）
v i（ x�y） ＝∑m

j＝1

sij（ x�y） 0
0 sij（ x�y）

di�2j－1
di�2j

（1）
式中：sij为覆盖位移函数的基本级数；di�2j为物理覆

盖自由度。
对应于0、1、2阶覆盖函数�m 分别为1、3、6。

如完全一阶近似覆盖位移函数：

　
ui（ x�y）
v i（ x�y） ＝ 1　0　 x　0　y　0

0　1　0　 x　0　y

di1
…
di6

（2）
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　　则流形单元位移函数可表示为

ue（x�y）
ve（x�y） ＝∑q

i＝1∑
m

j＝1

wi（x�y）sij（x�y） 0
0 wi（x�y）sij（x�y）

di�2j－1
di�2j

＝∑q

r＝1
［Tei（x�y）］｛Dei｝ （3）

式中：q 为物理覆盖数�w i（ x�y）为权函数�定义为
w i（ x）≥0　　　 x∈Ue

w i（ x）＝0　　　 x∈／Ue
（4）

在 q 个覆盖重叠的区域内

∑q

i＝1
w i（ x） ＝1 （5）

2　平衡方程和单元刚度矩阵
流形单元 e弹性应力的应变势能Πe 为

Πe ＝∬A
12（εexσex＋εeyσey＋γexyτexy）d xd y

＝12｛De｝T∬A
［ Be ］T ［ E］ ［ Be ］d xd y ｛De｝

（6）
由最小势能原理：●Πe●dir

＝0�r＝1�2�…2m

可得�平衡方程：
［ Ke ］ ［ De ］＝［ Fe ］ （7）

式中：［ Fe ］为单元荷载列阵；［ De ］为单元位移变量
列阵；［ Ke ］为单元刚度矩阵。

单元刚度矩阵表达式为

［ Ke ］＝∬A
［ Be ］T ［ E］ ［ Be ］d xd y （8）

式中：A 为单元的积分的区域�它是单元中实际的
材料区域；［ E］＝（ dij）3×3为材料的弹性矩阵；［ Be ］
为对应的应变矩阵�对任一物理覆盖 U i 其应变矩

阵见式（9）。
Beij＝

（ w isij）�x 0 （ w isij）�y

0 （ w isij）�y （ w isij）�x

T
（9）

因此�任一物理覆盖 U i 的刚度矩阵为

KUi＝S

d11（wisij）�x（wisij）�x　 d12（wisij）�x（wisij）�y

＋d33（wisij）�y（wisij）�y ＋d33（wisij）�y（wisij）�x

d21（wisij）�y（wisij）�x　 d22（wisij）�y（wisij）�y

＋d33（wisij）�x（wisij）�y ＋d33（wisij）�x（wisij）�x

（10）
式中：S 为流形单元的面积；d11�d12�d21�d33分别
为弹性矩阵中的元素。
3　覆盖位移函数的改进

从式（5）中�可以看到数值流形方法中刚度矩阵元
素为（w isij）�x�（w isij）�y的线性组合。当覆盖位移函数
的基本级数函数基采用完全多项式 sij＝｛1�x�y�x2�

xy�y2�…xn�…yn｝时�无论式（8）采用任何积分形式�
则式（5）中每个元素都将出现 x2n、y2n、xnyn 等高阶

次项。而文献 ［1］中 x�y 选取为坐标的绝对值�使
x2n、y2n、xnyn成为数量级很大的数值。同时这样的
高阶次项通过线性组合�会出现在刚度矩阵的主对角
线和非主对角线上�使矩阵的求解计算非常繁杂。而
当其出现在非对角线上时�组装后的总体平衡方程可
能会发散�使求解数值结果错误甚至求解失败。

本文在以上分析的基础上�提出将覆盖位移函
数的基本级数函数基改进为｛1�x－ xc�y－ yc�…
（ x－ xc） n�…（ y－ yc） n｝�（ xc�yc）为物理覆盖点所
在流形单元的形心坐标�分析一般情况下物理覆盖
点在自由不受约束状态下采用不同的覆盖位移函数

的基本级数函数时矩阵元素的变化趋势�对刚度矩
阵的性态进行研究。

在进行材料分析时�当网格划分采用规则的三
角形或四边形单元�其形心位置易确定。当划分单
元是几何形状扭曲的单元时�处理比较复杂。这时
可以采用等参变换�对于三角形流形单元可把变换
后一次线性单元的积分点所映像的局部坐标中的点

坐标值赋给形心坐标（ xc�yc）；对于四边形流形单元
可把单元变换后的坐标原点所映像的局部坐标点的

坐标值赋给形心坐标（ xc�yc）。
对流形单元刚度矩阵计算时�同一个物理覆盖点

的（xc�yc）在不同的单元选取不同的形心坐标；而同一
个单元内的每个物理覆盖点（xc�yc）采用同样的形心坐
标。在流形单元刚度矩阵中�形心坐标（ xc�yc）使高阶
项（x－xc）2c�（x－xc）n（y－yc）n�（y－yc）2n�在计算单
元内每个物理覆盖点的刚度矩阵时矩阵元素趋于平均

更小的数值�也使组成的整体刚度矩阵元素数值分布
趋于集中状态�避免了局部数量级过大。
4　算例分析
4∙1　改进后刚度矩阵的计算

设一正方形连续介质（见图1）�区域面积为10×
10�位移边界自由�不受任何约束�弹性模量 E＝
1×105�泊松比ν＝0∙3。对分析材料进行三角形网
格覆盖形成流形单元�利用数值流形方法的全一阶
覆盖函数进行计算�比较分别采用文献［1］和本文提
出的改进覆盖位移函数时物理覆盖 A （10�10）所对
应的刚度矩阵�见表1。
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图1　材料分析示意图

表1　采用二种覆盖位移函数物理覆盖 A
对应的刚度矩阵对比

基本
级数
函数

｛1�x�y｝
107

0∙0037 0∙0018 0∙0701 0∙0289 0∙0487 0∙0278
0∙0018 0∙0037 0∙0278 0∙0487 0∙0289 0∙0701
0∙0701 0∙0278 1∙4273 0∙3932 0∙8168 0∙4956
0∙0289 0∙0487 0∙3932 0∙7409 0∙5484 0∙8168
0∙0487 0∙0289 0∙8168 0∙5484 0∙7409 0∙3932
0∙0278 1∙0701 0∙4956 0∙8168 0∙3932 7∙8760

基本
级数
函数

｛1�x－xc�
y－yc｝106

0∙0371 1∙0179 0∙3486 0∙1244 0∙1341 0∙1079
0∙0179 0∙0371 0∙1079 0∙1341 0∙1244 0∙3486
0∙3486 0∙1079 4∙2931 0∙1117 0∙2320 1∙2922
0∙1244 0∙1341 0∙1117 1∙5107 1∙5060 0∙2320
0∙1341 0∙1244 0∙2320 1∙5060 1∙5107 0∙1117
0∙1079 0∙3486 1∙2922 0∙2320 0∙1117 4∙2931

　　从表1中可以看出�采用两种覆盖位移函数的
基本级数函数所形成的物理覆盖 A 的刚度矩阵中
（1�1）、（1�2）、（2�1）、（2�2）元素是相同的�它们与物
理覆盖上的坐标选取无关�与同等条件下有限元分
析中所对应的刚度矩阵是相同。在采用本文改进的
覆盖位移函数的基本级数函数时�其余各元素数值
都出现了不同程度的降低�特别是元素 K ij （ i�j＝
3�4�5�6）变化比较显著�比采用原基本级数函数｛1�
x�y｝中元素降低一个数量级左右。当采用更高阶
的基本级数函数时�这种变化会更加明显�而变化的
幅度取决于 x2n�x nyn�y2n与（ x－ xc）2n�（ x－ xc） n

（y－yc） n�（y－ yc）2n之间的比值；对于形体越大的
材料（即坐标的绝对值大）�采用更高阶的覆盖位移
函数（即 n数值大）�可以更为有效的减低刚度矩阵
中元素织间的数量级差别�使矩阵性态能明显得到
改善�有助于提高求解效率。
4∙2　求解精度的验证

梁的长度 l＝48cm�高度 h＝12cm（见图2）；在末
端受有垂直向下的集中力 P1＝4kN�P2＝32kN；不计
体力�材料的弹性模量 E＝3×104kN／cm2；泊松比
ν＝0∙25。

图2　悬臂梁计算模型

　　采用有限元三角形网格对其进行覆盖剖分�覆
盖位移函数采用全一阶进行求解计算�并与解析解
进行对比。梁轴线 y 方向位移见图3。

图3　梁轴线 y 方向位移

由图3可知�通过采用改进后的覆盖位移函数
的流形方法所得的位移解比改进前覆盖位移函数所

得的位移解略为接近解析解。因文中所提改进方法
重在提高求解效率�算例形体较小�故求解精度提高
不多�但也说明文中所提出的改进思想不失正确性。
5　结　论

本文通过对数值流形方法中覆盖位移函数的基

本级数函数改进�来改变刚度矩阵的局部性态�为最
终的矩阵求解计算提供一个较合理的参考意见；同
时通过算例也证明了算法的正确性。该算法适合于
形体较大的介质求解分析�对矩阵计算降低比较显
著�使计算效率能得到提高。
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