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地下洞室开挖三维与二维有限元模型的差异分析
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　　【摘　要】　地下复杂洞室群的分析与计算是一个三维问题, 但受计算机容量 、三维网格剖分的复杂性 、软件的计算能力

等因素制约 ,实际计算时常常采用平面应变模型代替复杂的三维模型。两种模型计算得到的塑性区范围是不同的。从理论

上通过 Drucker-Prager屈服准则比较证明了这两种模型的差异,得到平面应变模型塑性区比三维模型塑性区大的结论。
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【Abstract】　The analysis and calculation on underground caves is absolutely a 3D problem, but a 2D model is usually applied to

substitute for the 3D model.This paper discusses the difference of the tw o models on the basis of Drucker-Prager Rule and a conclu-

sion is achieved tha t the plastic region of 2D model is big ger than 3D model.
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0　引　言

围岩稳定性是地下工程的关键 。围岩塑性区的

分布 、大小和深度是围岩稳定性分析的重要依据, 对

开挖次序和支护方案的设计起决定性作用。

地下复杂洞室群的分析与计算是一个三维问

题,但由于受计算机容量 、三维网格剖分的复杂性以

及软件的计算能力 、计算周期等因素的限制, 常常采

用平面应变或所谓“二维半”计算模型来进行 。这样

做所得到的塑性区会与按三维空间问题计算的塑性

区有较大差别。据有关资料[ 2]表明,用平面应变模

型进行计算所得到的塑性区比按三维模型计算所得

的要大。地下洞室的开挖问题并不严格满足把三维

问题简化为平面应变问题的条件,将其简化为平面

应变问题来处理是有问题的。本文从材料的非线性

出发, 基于 Drucker-Prager屈服准则, 从理论上证明

了平面应变模型塑性区要大于三维模型 。

1　屈服函数

研究地应力作用下洞室开挖时出现的塑性区

时,考虑三向受压的应力状态为开挖前的初始地应

力状态,所以在三维模型中采用的 Drucker-Prager

准则,其屈服面的圆锥母线沿 M ohr-Coulomb 准则

的受压子午线给出,屈服函数为 f =αI 1+ J 2-k

　(α) 3D=
2sin φ

3( 3-sin φ)
, ( k ) 3D=

6Ccos φ

3( 3-sin φ)
( 1)

在二维模型中,将问题简化为平面应变, α、k 的

确定时在要求 Drucker-Prager 准则与 M ohr-

Coulomb准则完全一致的条件下求出:

( α) 2D=
tan φ

9+12tan2φ
, ( k ) 2D=

3C

9+12tan2φ
( 2)

在采用增量法进行弹塑性分析时, 就第 i 步增

量而言,单元的弹塑性状态存在三种可能情况:

1)弹性单元　在第 i-1增量步为弹性,在第 i

增量步, 还是弹性, 所以{σ}i ={σ}i-1 +[ D e]

{Δε}i ,此时 f {σ}i <0;

2)塑性单元　在第 i-1增量步末,单元已经进

入塑性, 即 f {σ}i-1 =0, 在第 i 步中,该单元仍处

于塑性, f {σ}i =0仍成立;

3)弹塑性过渡单元　在第 i-1步结束时, 还处

于弹性, 即 f {σ}i <0,在第 i步增量中, 该单元从

弹性进入塑性,即 f {σ}i =0。
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　　①对于弹性与塑性过渡单元

平面应变模型:

( I 1) 2D=σx +σy+μ(σx +σy) =σ1+σ2+μ( σ1+σ2)

( J 2) 2D=
1
6
[ ( σ1-σ2)

2+( (1-μ) σ2-μσ1)
2+

( μσ2-(1-μ) σ1)
2]

三维模型:( I 1) 3D =σx+σy +σz =σ1+σ2+σ3

( J 2) 3D=
1
6
[ ( σ1-σ2)

2+( σ2-σ3)
2+(σ3-σ1)

2]

②对于塑性单元

平面应变模型

( I1)
塑
2D=

3
2
(σ1+σ2) -3(α) 2D ( J 2) 2D

( J 2)
塑
2D=

( σ1-σ2)
2

4( 1-3( α) 2
2D)

三维模型不变, 仍用定义形式 。

由于 I 1, J 2 的取法的差别,导致 D-P 准则的屈

服函数有变化:

弹性单元(平面应变)

( f 2D) 弹=( α) 2D( I1) 2D+ ( J 2) 2D-( k ) 2D

弹性单元(三维)

( f 3D) 弹=( α) 3D( I1) 3D+ ( J 3) 3D-( k ) 3D

塑性单元(平面应变)

( f 2D) 塑=( α) 2D( I1)
塑
2D+ ( J 2)

塑
2D-( k ) 2D

塑性单元(三维)

( f 3D) 塑=( α) 3D( I1)
塑
3D+ ( J 2)

塑
3D-( k ) 3D

归纳起来, ( f 3D) 塑=( f 3D) 弹 , ( f 2D) 塑≠( f 2D) 弹,

即平面应变计算时, 要区分塑性单元与弹性单元。

2　对比分析

将屈服函数 f =αI 1+ J 2 -k =0 写成 αI 1 +

J 2和 k 两部分,则

当 αI1+ J 2<k 时, f <0, 单元是弹性状态;

当αI 1+ J 2=k 时, f =0,单元进入塑性状态 。

以上简化可以分别对这两部分进行比较分析,

先比较平面应变和三维情况下的 k 值:

( k 3D) -( k 2D) = 6Ccos φ
3( 3-sin φ)

- 3C

9+12tan2φ
=

3C
2cos φ

3-sin φ
-

1

3+4tan
2
φ

在0°<φ<90°时,有
2cos φ

3-sin φ
恒大于

1

3+4tan2φ
,

所以( k 3D) >( k 2D) 。

比较左边的 αI 1 + J 2, 令 A =( α) 2D ( I ) 塑2D +

( J 2)
塑
2D, B =( α) 3D( I ) 3D+ ( J 2) 3D,展开 A 、B :

A =
3(α) 2D( σ1+σ2)

2
+

1
2

( σ1-σ2) 1-3( α) 2
2D

( 3)

　B =
2sin φ

3( 3-sin φ)
( σ1+σ2+σ3) +

　　 1
6

( σ1-σ2)
2
-(σ2-σ3)

2
-(σ3-σ1)

2
( 4)

三维模型的山岩压应力场水平方向上两个正应

力分量是相当的, 铅垂方向上的正应力与水平方向

上的正应力存在一个比例 β ,对于平面应变可以令

σ1=-σ0, σ2 =-βσ0, 与其相当的三维模型的应力

状态应该是 σ1=-σ0, σ2=-σ0, σ3=-βσ0,分别代

入 A 、B :

A=-
3
2

σ0

3+4tan
2
φ

(1+β) tan φ- 1-β 1+tan2φ

( 5)

　B = -
2( 2+β) sin φ

3( 3-sin φ)
+

1

3
 1-β σ0 ( 6)

1)当 β>1时,设 T =
A-B
σ0

, 则有:

T =-
3
2

1

3+4tan2φ
( 1+β) tan φ+ 1+tan

2
φ×

( 1-β) -
1

3
( β-1) +

2( 2+β ) sin φ
3( 3-sin φ)

( 7)

T 分别对 β, φ求导有:

 T
 β
=-

3
2

1

3+4tan
2
φ

tan φ- 1+tan2φ -

3( 1-sin φ)
3-sin φ

 T
 φ
=-

3
2

1+tan2φ

( 3+4tan2φ) 3
( 1-β) tan φ-3( 1+β) ×

1+tan
2
φ +

3cos φ( 4+2β)
( 3-sin φ)

2

当 0<φ<90°时,
 T
 β
<0(见图 1) ;当 20°<φ<

90°, 1<β<5时,
 T
 φ
>0(见图 2) 。

又由于 T( β =3, φ=30°) =0, 则有 T ( β=1 ～

3, φ=30°～ 90°) >0

2)当 β<1时,设 S =A -B
σ0

,则有
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S =-
3

2
1

3+4tan2β
( 1+β) tan φ- 1+tan

2
φ×

( 1-β) -
1

3
( 1-β) +

2( 2+β) sin φ
3( 3-sin φ)

( 8)

图 1　 T/ β 随φ变化曲线

图 2　 T/ β 随φ和 β 变化曲线

若取 S =0,有

β=12sin φ-3sin
2
φ-9-( 10sin φ-6) 3+sin

2
φ

-6sin φ+3sin2φ-9+( 2sin φ+6) 3+sin2φ

( 9)

又有 S 分别对 β, φ求导有:

 S
 β =-

3
2

1

3+4tan2φ
( tan φ+ 1+tan

2
φ)+

3+sin φ
3(3-sin φ)

 S
 φ
=- 3

2
1+tan

2
φ

( 3+4tan2φ) 3
( 1-β) tan φ+3( 1+β) ×

1+tan2φ) +
3cos φ( 4+2β)
( 3-sin φ) 2

当 0<φ<90°时,
 S
 φ
>0(见图 3) ;当 20°<φ<

90°, 1<β<5时,
 S
 β
>0(见图 4) 。

又由于 S ( β=0.1, φ=13°) ≈0.057 7, 则S ( β=

0.1 ～ 1, φ=13°～ 90°) >0.057 7>0。所以综合得,

当0.1<β<3, 30°<φ<90°时, T >0, S >0,即, 当

0.1<β <3, 30°<φ<90°时, A >B 。

图 3　 S/ β 随φ变化曲线

图 4　 S/ φ随φ和 β 变化曲线

3　结　论

当 0.1<β <3, 30°<φ<90°时( k 3D ) >( k2D ) ,

A>B 。对于绝大多数的岩石材料,摩擦角 φ在[ 30°,

90°]范围内,侧压系数 β在[ 0.1, 3]范围内,所以对于

地下洞室开挖计算按照平面应变模型计算时,其塑性

区要比按照真三维模型计算时得塑性区要大。
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