
作者简介：毛鹏飞�1975年生�男�汉族�四川旺苍人。1997年毕业于同济大学地下建筑与工程系�学士�助理工程师。现主要
从事于岩土工程勘察、设计与施工工作。

1 变分法原理

在弹性力学中�即使对于较简单的平面
问题�当边界条件比较复杂时�要求得精确解
答是十分困难的�有时甚至是不可能的。因
此�对于弹性力学的大量实际问题�近似解法
就具有十分重要的意义。变分法就是近似方
法中最有成效的方法之一�而且�它构成了有
限元法等数值方法或半解析解法的理论基

础。这种方法的本质就是把弹性力学基本方
程的定解问题�变为求泛函的极值（或驻值）
问题。而在求问题的近似解时�泛函的极值
（或驻值）问题又进而变成函数的极值（或驻
值）问题。

由薄板弯曲的小挠度理论中的假设可

知�次要应力σz、τxz 和τyz 引起的变形可以

忽略�只有主要应力σx、σy和τxy引起变形�
而这些应力是由弯矩和扭矩引起的。因此�薄
板的应变能可直接用弯矩 Mx、My 和扭矩

M xy 式中：∏为板的总势能。根据最小势能
原理�运用 Rayleigh-Ritz（雷利－里茨）法[1]

即可求解给定边界条件和给定荷载下的弹性

薄板的变形和内力。
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2 工程实例分析

上海某深基坑工程挖深22m�围护结构
采用37m 深、800mm 厚的地下连续墙。坑

内采用●609钢管撑�共设7道支撑�地质剖
面情况见表1�计算时地面超载取20kPa。

选取某测点所在的一段地下连续墙进行

计算�从这段连续墙的几何尺寸及实测挠度
情况来看�满足弹性薄板变形的小挠度条件�
接下来就将它视为弹性薄板�运用最小势能
原理及变分法�计算它在某一工况下的侧向
位移的挠度函数。

选取图1的坐标系�在墙板的非开挖侧
作用有地面超载和主动土压力分布荷载�开
挖侧受横撑和基坑底部被动区土体的弹簧支

撑作用。连续墙两端与另外两面连续墙的竖
向交界面视为固定边界�连续墙顶面自由�底
部视为固定边界。

选取图2所示工况的情况�计算此时这
段挡墙侧向位移的解析解函数�它由以下两
部分叠加而成：①在既定边界条件下不考虑
支撑的作用�挡墙在坑外主动土压力和坑内
被动区土反力共同作用下的位移。此工况的

主动土压力按郎肯土压力计算�考虑到开挖
面以下土体力学性状比较接近�被动区土体
水平基床系数 K 的取值按常数法确定�计算
时取为5000kN／m3[2]。②在既定边界条件
下�只考虑支撑作用下挡墙的位移。支撑的
位置已知�支撑刚度按下式确定：

E 为支撑材料的弹性模量�此处为钢支撑�
E=2∙1×105MPa; A 为支撑的截面积; L
为支撑长度的一半[3]。

①和②两者的差值即为挡墙在此工况下
的墙体最终侧向位移值。用到的相关参数如
下：a=22∙3m�b=37m�开挖面深度 h c=
15∙5m�泊松比 v=0∙18�板的抗弯刚度
D=1∙23×106kN·m。
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2∙1 不考虑支撑作用下的板的侧向位移

先写出位移边界条件：

被动土压力所具有的势能由 W2=∫∫0∙5×
qW d xd y 求得�因为考虑到被动区土弹簧的
受力过程�所以在表达式中乘以系数0∙5。

下面对内力功 V 进行修正。在边界条件
中�我们将连续墙两端与另外两面连续墙的
竖向交界面视为固定边界�这与实际情况显
然有所出入。地下连续墙刚度虽大�但在土

压力作用下�还不能使连续墙与连续墙交接
的转角处达到理想的固定边界条件�也就是
说�在交接处仍会发生不同程度的线位移和
角位移�实际上板在这些边界处的内力达不
到理想固支边界条件下的内力大小。因此�
我们有必要对计算出的内力功 V 乘以一个
折减系数 a。

将支撑作为集中力�所作的功按 W3=∑Q iW i计

算�其中 Q i为第 i 个支撑的轴力大小�W i

为该支撑处对应的位移。本工况下作用有30
个支撑轴力�它们的大小和位置均为已知�其
坐标见表2。
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根据式（13）计算出的整个板的变形情况
（见图3）�注意图中板的侧向位移值（Z轴）
单位为 mm。根据式（13）计算出的某侧点的
变形值和该点实测值大小的比较见图4。

①从图3来看�整个板的变形大体呈现
四周小�中间大的规律�在开挖面以下2m
左右达到最大值�这与实际情况是相符的。
值得注意的是�墙体顶部的侧向位移值有正
有负�也就是说�墙体顶部的位移并非全部是
朝向坑内的�这主要是因为坑内开挖面以上
有支撑作用�使得局部区域的墙体产生向坑
外的移动。一般情况下�对墙体的变形情况
只能通过现场有限的几个点的监测值得到�
因而很难从整体上把握墙体的侧向位移情

况;通过弹性地基板的分析�我们就能对整块
板的变形情况加以了解�从而能更准确地把
握地下连续墙的工作性状。

②从图4可以看出�墙体某一断面的位
移计算值与实际情况满足相同的变化规律�

出现最大位移的墙体深度值基本吻合�位移
最大值相差4mm。在墙体深度 y=b／4和
y=3b／4处�计算位移值与实测值相差最
大�最大处达到12mm。造成误差的主要原
因是我们所选取的位移函数虽然完全满足位

移边界条件�但只是近似地满足薄板的基本
方程�因而计算位移曲线只能大体逼近实测
值�而无法处处精确地反映实际位移。

③从图4可以看出�沿墙体深度方向实
测位移值的变化较 “陡”�而计算值变化较平
缓。这是因为我们计算时赋予了墙体一个位
移函数�所以它的光滑性较好;而实际情况下
墙体的位移受诸多因素的影响�应该是一个
分段函数�所以它的光滑性就要差很多。现
在我们用一个函数表达式来模拟这个分段函

数�这样就不可避免地带来了误差。
④造成计算值和实测值误差的原因还包

括：我们将墙体视为各向同性的弹性体�这与
实际情况必然有出入;被动区土体反力采用
K 法确定�且视为弹性体�这与实际情况必
然存在偏差; （下转第71页）
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③在锚杆施工过程中�遇到了部分锚杆

严重漏水的问题�给下一步施工带来了困难�
用有机膨胀剂止水取得了一定功效�但并未
取得完全效果。我们建议在今后施工过程中
可通过以下几条途径解决锚杆漏水问题。
1）用新型的粘土固化浆液代替普通使用

的水泥类浆液[4]。因为其具有良好的抗水稀
释性�使其能吸收大量的水分而不发生分层
析水�其次�粘土固化浆液以胶结方式充填于
地下裂缝中并将其胶结起来�具有良好的自
我封闭作用。另外�还具有流动性好�易于渗
入岩层的微细裂隙中�提高堵塞效果及成本
低等优点。
2）在锚杆孔口管外周使用无缝钢管与钢

板中心挖孔焊接成整体孔口管�并预埋在条
桩钢筋笼中�在混凝土浇注时即可形成管外
周的密封止水�孔口管内侧在锚杆注浆后�用

有机膨胀剂实现密封止水。
3）采用二次高压注浆技术。二次高压补

注浆（压力大于2∙5MPa）时�密封孔体在高
压浆液作用下�压缩性较大处孔壁形成扩孔
使锚杆体成糖葫芦状�增加了土体的密实度�
增大了裂隙水渗漏的阻力。
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计算内力功时虽然引入了一个折减系数α�
但它的取值如何才能准确反映边界条件所带

来的误差�尚需进一步研究。其它还有诸如
主动土压力的取值�支撑轴力实测值的准确
程度等等�都会对计算结果带来影响。
3 结 论

本文主要是利用弹性薄板理论对地下连

续墙在某一工况下的变形进行计算�针对基
坑开挖空间效应引起的墙体变形提出了一种

基于变分法的解析方法�可得到如下结论：
①采用变分法计算的最大优点在于我们

可以对整块板的变形情况加以了解�而不是
仅仅局限于有限的几个墙体断面的变形情

况。我们采用的变分解只是满足边界条件的
一族函数中最为接近的位移解�但从计算结
果来看�它与实际变形情况能较好地吻合�说
明这种近似的位移解析解法是合理可行的。

②采用变分法对墙体变形进行分析时�
由于地基水平抗力系数 K 的取值依赖于经
验确定�在一定程度上影响了对墙体位移计
算的精度。

③采用变分法对墙体的某一工况进行位
移计算时�是基于土体一次性开挖到底的假
设�不能考虑施工工序对墙体变形的影响�这
也是它的一大缺陷。
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