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一次逼近理论下边坡稳定的模糊随机数值分析
王亚军 王艳军

(浙江大学建工学院，浙江杭州310027)

【摘要】在协调元基础上，通过一次逼近理论，建立随机有限元模型，并通过模糊数学模型实现对边坡体工作状态的

软化处理；借助于模糊随机数值方法对荆南长江干堤局部破坏失效进行了较为全面的研究。
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0引 言

岩土工程边坡稳定分析在经历了由确定性安全

系数“K”分析到可靠度“庀”研究这一较长过程后，
现在已经进人到常规数值分析与非确定理论，如随

机、模糊方法相结合的新阶段。本文就是在位移协

调元理论基础上结合随机一次逼近理论并对边坡体

工作状态进行模糊处理，实现了对结构的非确定性

数值方法研究。

1对位移协调元刚性方程组的一次随机逼近

在通常的确定性有限元分析中，基于极小势能

原理的协调元刚性支配方程为【1 J

Ⅱp=吉6T硒一6TQ (1)

式中：K为劲度矩阵，6为广义位移列阵。在式(1)

取极值的条件下成为

堕=旦 (2)

式中：Q称为单元等效节点荷载列阵。
r r

Q=I盟一dv+f盟T卫ds (3)
o p o S

式中：NT为协调元形函数插值矩阵；f为体力列阵；

p为面力列阵。

需要指出的是，实际当中K与Q均为随机变

量x={zl，z2，⋯，z。}的函数，广义位移列阵查也

应当是x的函数，即为6=6{zl，z2，⋯，z。}，在有

限元数学模型中考虑x的随机性目前已经有很多

方法[2，3|。本文采用的是一次逼近理论，也就是通

过在随机变量x的均值处对6做Taylor展开(一阶

或二阶)[4|。本文采用一阶展式，则关于随机列阵

x的广义位移列阵的期望是

E嘲=E[鱼h％⋯，z。}]+筹×
{(z1一z1)，(z2～z2)，⋯，(z。一z。)}1 (4)

式中：互i(卢1，2，⋯，，z)为模型中所含随机变量的
均值，而式(4)可以通过如下内容得到

E[鱼]-重一·亘 (5)

式中：露及蕴为式(2)中相应向量在随机变量均值叉
处的取值。为了定义广义位移列阵的方差，我们首

先定义如下一种向量运算

D=A’C。B (6)一一。一旷
这里，向量在做矩阵乘法的时候只是A的对应行

与B的对应列做运算，其结果是形成一个r行的列
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阵。基于此可将广义位移列阵方差表示为

吲鲈筹备∞V备(筹)T ’(7)

式中：cov为关于随机列阵x的协方差矩阵。如

果将广义位移列阵在各节点处的取值表示为厩(户
1，2，⋯，m)(m为数点模节个数)，则有

％r№，=客薯(差)(差)C。V czt固，c8，
式中：婺和婺分别为广义位移列阵在节点i处的
取值6i对随机变量z^、z。的偏导数在均值处的取

值，CDv[z女，劫]为随机变量z女、魏的协方差。

计算广义位移列阵期望及方差的关键在于偏导

警，对式(2)取关于随机变量z女的偏导，则有

袭+K婺：婺 (9)捌+K_一=i兰 (9)

或者

a l； a D a K

篁蕊2磊一辞 (10)

为了程序编制方便，令

H：婺一袅 (11)H 2二一一二一O I ll，

则式(10)为

K磐：H (12)堕菘2旦 (12)

这样将随机变量的均值叉及广义位移列阵的期

望E[鱼]代入式(12)，得到偏导差后即可由式(8)
得到广义位移列阵的方差。

协调元的应力列阵盯也是关于随机列阵x的函

数，即盯=仃{z1，z2，⋯，z。}。其期望值表示为

E[旦]=!{zl，z2，⋯，z。} (13)

如果将各单元应力表示为田=吼(zl，z2，⋯，

z。)，则其对应的方差和协方差就是

坛rh，=茎善(差)(差)G。V c％而，^=l f_1、一～々，、一一￡，

(14)

％山∽，=客骞(差)(差)‰k一，女=1扣1、一一☆，、一～￡，

(15)

式(15)的具体讨论参见文献[5]的相关内容。

需要指出的是，对于不同的物理本构模型，维系

应力列阵与广义位移列阵的物理方程

12旦堕 (16)

式中：向量D的含义也不相同。这样，为了得到应力

列阵f的方差和协方差可以对式(16)取关于随机变

量X的偏导

a仃 aD a 6

i=享2肺+嬲i一 (17)
az^ oz^ oz女

基于前述内容可以很方便的得到应力偏导

誓⋯，从而可以由式(14)式(15)得到应力的方差
aZ女

和协方差。在这里我们不作讨论地给出主应力偏导

如下，具体推导参见文献[4，5]相关内容。

丢c％训c蓑一差Ⅲz-w骞
2√(孚)z+r≥

(18)

k一垫二竺董二墨兰二鎏⋯、
∽^ ，)／伍二垒12+，2

。～＼ 2 ／ 。划

在得到差意、哿后就可以通过式(14)、
式(15)获得主应力及最大主应力的方差和协方差。

由于大部分岩土体材料数学模型都需要考虑体力影

响[7'8|，所以翌同样是关于随机变量鳖的函数。有关

体力的一项在积分局部坐标下的三维展开式表述为

』。盟T zdv=j’：-。j’：。I『!-，丛T zded叩d善 (20)

为了编写程序方便，其数值积分的展式为

f％] 。。。 pin臼00s毋]
{％}=∑∑∑腭J sin幽n￡9 f×
k J

扣h。1—1
L-cos口J

Nf(邑，锄，岛)％W。％I，l T (21)

式中：符号如文献[8]中所述，为了得到位移及应力

偏导，Q的偏导也是很方便可以得到。

2非均质各向同性边坡体局部破坏的数值模型

本文重点要讨论的是非均质各向同性边坡体在

没有优势方向不连续面情况下的局部破坏概率。我

们采用的是Mohr—Couk)mb破坏准则【9|，并且对剪

切破坏和拉伸破坏分别计算失效概率。对于岩土材

料的强度特性，考虑粘聚力和内摩擦角并将二者视

为随机变量[10，11|，剪切破坏的安全储备模型为

+一

垒气乡弘
一

盯一z堕如1—2
=

l一是

2一女呐一阮觇一砜
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Q。=ff—f一=f∞s妒+丢(盯l+盯2)sin妒
丢(盯。一万z) (22)

对应的抗拉安全储备就是

Qt=盯2 (23)

若Q。≤0或者Q≤0则意味着材料应力状态

超过破坏标准，结构体发生破坏、失效。因为主应力

及强度特性均是随机变量，故Q；、Q。也是随机变

量，采用一次逼近理论可以得到他们的期望及方差

E[Q。]=E[f]∞s(E[9])+告(E[d1]+

E[Q])sin(E[9])一吉[(E[d1]一E[Q])] (24)

E[Q。]=E[口2] (25)

坛r[Q。]：E[{E[Q。]一Q。}2]：(拿譬)2va，．[。]+

(等)2％山]+(嚣)(等phP]+

茎(嚣)(警)酬％小茎(嚣)×

(嚣)国儿御，+茎骞(器)(嚣)×
CDv[z}，z，] (26)

坛r cQJ茎砉l差j【鼍j国V c玫一， c27，

3 非均质各向同性边坡体模糊随机失效模型[12]

在上述MohrC。ulomb破坏准则的前提下可以

按照极限平衡概念将安全系数构造为

F。=E[rf]／E[r一]=

(E[c]008(E[≯])+—寺(E[仃1]+E[仃2])Sin(E[P]))／

f告(E[盯1])一E[巧2]) (28)

目前可靠度理论中更多的是通过可靠指

标[13，14J来度量结构体的工作状态的。这里我们假

设安全储备Q。、Q。的概率模型为正态分布，则可按

照下述得到结构体失效的随机可靠指标

p2肛Q尼Q (29)

常规的结构体失效概率可以表示为

ro 1 厂
Pr
2 P(z<o)2 J一。。7≤妻iExpl一

(30)

为了实现对结构体

安全储备的模糊软化处理，这里同样引人关于工作

状态的隶属度函数

r户M[g(X)] ， 、

丝2 J。—i一 (31)
。n

。1

式中：隶属度函数值p。[g(x)]刻画了结构体隶属

于“失效”工作状态的程度。

依据扩张原则、F概率的定义以及模糊随机可

靠度的描述[15]，可以将边坡体局部破坏的模糊随机

失效模型表示为

P}=I—}∥M(Q。)×
。一。。√Z丌踟s

脚H警12]媳 ㈣，

采用文献[9]中的复合安全比率定义

耻热2蠢专2等2恚刊33，
在上述基础上，引入关于边坡体安全状态M的

隶属度函数，三种模糊数学模型分别为降半r分

布、降半正态分布、降半梯形分布[12]。

4荆南长江干堤堤身可靠度的随机有限元分析

荆南长江干堤580+500段，堤身断面见图1。堤

身分为三个不同的材料区域，各区域的材料特性指标

值见表1。材料各项指标统计独立，协方差矩阵为对

角矩阵，区域1的材料指标是[16]00咿=[龟川0．5，

0．24，0．30，0．44，0．17}T有限元数模网格共有275个

单元174个节点，上游边界取至距堤踵19．4 m下游

边界取至距堤趾18．3 m处，考虑模型承受重力作用

的工况。长度单位均为m，应力单位kPa。

图1堤身断面

表l堤身材料特性指标
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堤身受力后单元网格变形见图2。堤身边坡的

受力核心在中部。位移等值线分布图见图3和图4。

可以看出，水平向位移梯度变化最为剧烈的部分恰好

集中于堤身中部区域，这一点和实际工程情况是完全

吻合的。在工程调研过程中，我们已经发现干堤很多

地段的堤身部分出现了几乎是贯穿性的裂缝，一方面

是由于江水冲刷、变化剧烈，再有就是江堤填土土性

较差、沙性土居多，虽然下层填土模量较大、竖向位移

较小，但由于中部填土位移较大，而且多已发生剪切

破坏并形成局部渗流通道，以至于形成多处危及干堤

安全的险段；位移方差等值线分布图见图5。可以发

现，位移离散性很小，从而造成位移变异也较小，可以

说位移分布对材料随机性并不十分敏感。

图2单元网格受力变形

图3堤身断面变形工一向位移均值等值线图

图4堤身断面变形工一向位移方差等值线图

图5堤身断面变形y一向位移方差等值线图

堤身应力分布的最大特点在于它的离散性较

大，在某些区域就数量级而言是位移的102倍(见图

6)。应力对于材料的随机特性较敏感，这样会造成

堤身局部的受力偏大。根据文献[1]，这除了和具体

算法有关外，更主要地反映了工程对象存在局部破

坏的隐患，而这一点又和本文关于另外两个随机变

量Q。、Q，的计算结论是吻合的，两个安全储备值在

不少区域已经很小，可以肯定是已经破坏、失效了，

这又和我们实际工程勘察结论～致。

图6堤身断面主应力仃l方差等值线图

极限平衡安全系数R的等值线分布图对堤身

中部安全特性的描述与位移、应力分布基本一致(见

图7)。这一部分的安全系数最低，同时可以看出的

是，堤顶部分的安全系数也较低，这主要是由于堤身

外壳部分填土剪切安全储备数量级也只有10_2；而

可靠指标卢的分布特性与F。几乎完全一致(见图

8)，两者都表明堤身边坡乃是整个模型局部失效最

为集中的部分，这其中又以堤顶中轴线部位的可靠

指标数量级别为最低，这是可以理解的。因为从

y一向位移等高线可以很看出，中轴线乃是位移变异

最为剧烈的部位，这一区域本身就是一个受力“冠”，

应力分布较为集中，受力变化剧烈，也是所谓“水力

劈裂”最容易产生的部位。

图7堤身断面极限平衡安全系数F。等值线

图8堤身断面可靠指标卢等值线图

长江干堤基本上为成层结构，堤身是最主要的

受力区域，也是最容易出现安全问题的部分。以堤

顶作为一个受力“冠”，在其左右较近的部位受力大

小是两侧较远部分的数倍甚至十数倍。下卧层为沙

性土，也是应力变化较为剧烈的区域。在江水水位

变化比较大时候，容易成为安全死角。从极限平衡

安全系数等高线、确定性失效模型的失效概率群。

等高线来看，二者更多的是关注于外层填土可靠性，

堤身外壳部分填土剪切安全储备数量级只有10-‘。
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而对应于三个模糊随机失效模型、降半r Pt～、降

半正态P￡鲫一降半梯形P￡。rpzd模型的失效概率等
高线则主要是刻画了堤身核心部分的安全性(见图

9和图10)。这一点也可以通过可靠指标等高线很

明显的看出来，堤身核心部分应力等高线较密，数量

级较高，两者是吻合的。

图10局部破坏非确定模型失效概率曜姆叫等值线

本文虽然就具体的江堤稳定性及局部失效做了

一些分析，但对诸如堤坝之类的岩土构筑体的材料

参数敏感性及相应的本构关系的模糊性还没有进一

步做探讨；另外，基于一次逼近理论的算法虽然程序

编制工作量较大，但概念清晰、精度较高，尤其对于

随机变量变异小于0．3的问题效率很高【17 J。

5结论

1)常规有限元只能得到包括位移、应力在内的

定值矢量场；而随机有限元还可以得到关于位移、应

力等的方差甚至于变异的矢量场。

2)非均质的工程对象为模型的建立与分析提出

了较高的要求。本文作为开题，就不同介质之间的

力学扰动、有优势方向不连续面的存在需要做更深

人的探讨和研究。

3)对边坡工作状态的模糊化即软化处理可以进

一步反映工程对象的非确定性。三个模糊数学模型

得到的矢量场是对随机有限元的有力补充。

4)根据模型计算结果，堤身中部区域是局部破

坏、失效较为集中的部分，和实际工程情况吻合。除

此之外，堤身外壳也存在局部剪切破坏。
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