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桩基承载力概率分析的贝叶斯方法

郑建国 张 苏民

�机械工业部勘察研究院
，

西安 �������

吴世 明
�浙江大学土木工程学系

，

杭州 �������

【摘要� 针对桩基概率分析的特点
，

对传统的贝叶斯原理进行了改进
，

提出了通过现场试验结果修

正桩基承载力的先验分布而得到桩基承载力后验分布的概率分析新方法
，

并介绍 了一个计算实例
。
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� 问题的提出

桩基可靠度设计的前提是确定荷载效应

与桩基承载力 的概率分布函数或其数字特

征
，

这就必须对荷载效应和桩基承载力进行

概率分析
。

对桩基承载力进行概率分析的途

径有二
�
一是通过抽样试验的方法�即桩基原

型试验�
，

二是通过计算模型分析的方法
。

在

绝大多数工程实践 中
，

通过抽样试验的方法

去获取桩基承载力 的概率分布是难 以办 到

的
，

因此桩基承载力的概率分析主要通过计

算模型的分析来实现
。

依据计算模型对桩基承载力进行概率分

析时
，

必须定量研究三种不确定性因素
，

即土

性参数不确定性
、

几何参数不确定性和计算

模型不确定性
。

对于土性参数不确定的定量

研究
，

早期的一些方法通常是沿用古典概率

理论把土性参数看成是一个单一的随机变量

而进行统计分析
，

这种处理方法早有学者提

出是不正确 的���
。

�� 年代提 出的土工 随机

场模型��� 正确地模拟了土性的随机与结构的

双重性
，

在理论上前进 了一大步
。

特别是 由

此导出的空间均值方差 的概念
，

对于解决整

体失效的土工问题起到了关键的作用
。

土工

随机场理论在 �� 年代得到了某些改进 〔’口，

并

已经在桩基承载力概率分析方面得到了初步

应用���
，

但仍有不完善之处
。

文献仁�」对此进

行了详细分析
，

并在传统的随机场理论基础

上
，

引人估计方差
、

离差方差和变异函数的概

念
，

最后推得估离方差的表达式
，

从而更加合

理地解决了土性变量的概率分析问题
。

对于

几何参数不确定性和计算模型不确定性的定

量研究
，

直到最近几年才引起足够的重视
，

研

究成果都是通过收集大量的实测资料进行统

计分析而得���
。

考虑了土性参数不确定性
，

几何参数不

确定性
，

计算模型不确定性
，

并通过计算机随

机模拟试验的方法可以得到桩基承载力的一

个概率分布
。

但这个概率分布并不等同于实

际桩基承载力的概率分布
，

原因是
�

���对于土性变量的估计
，

是与勘察试验
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工作量的多少有关的
，

试验工作量越大
，

对土

性变量估计的方差越小
。

因此
，

我们通过概

率分析获得的土性变量的概率分布并不等同

于实际场地的 自然变异 �即离差方差�
，

而包

含着由于不完备观测导致的估计误差
。

���模型不确定性随机变量 因子的概率

分布是通过一个地 区大量 的实测 资料得到

的
，

而对于一个具体的工程场地来说
，

其概率

分布的方差可能将大大减小
。

因此
，

仅仅依据计算模型进行概率分析

是不够的
，

为了获得更加接近于真实情况的

概率分布
，

可 以借助于抽样检验的贝叶斯方

法对此进行修正
。

在桩基的设计阶段
，

一般

都要进行少量 的原型试验�即桩基静载荷试

验�
，

以便完成最终的设计
。

虽然这少量的桩

基原型试验不能单独用于承载力概率分析
，

但若依据贝叶斯原理 ��
����

’ ��������将试

验结果作为抽样检验结果与前述分析得到的

概率分布结合起来时
，

则可获得更为满意的

概率分析结果
。

本文即是探讨如何进行这种

结合的方法
。

� 基本原理

�
�

� 先验分布与后验分布

考虑一个统计推断问题
。

设总体 � 的

概率密度函数为�� ����
，

这里 �是参数空间

口 中一个未知的参数
，

现在拟通过 � 的一组

样本观察值去推断 �的分布
。

如果在获得样本观察值之前
，

能够从有

关信息和经验知识 中已经得到 �在 口 中的

一个概率分布����
，

则这个分布称为 �的先

则有

艺��
， 一 ��

� 一 � ��
艺� �

验分布
。

现在假定随机变量 �
� ，

…
，

�
，

是概率分

布为 ����因的一个随机样本
，

则它们的联合

概率密度函数为
�

人 ��
， ，

…
，
�

，

�口�� ���
�

�口�…���
，

���

采用向量记号 � � ��
， ，

…
，
�

�

�
，

那么上式可

简写为

�������� ���
�

���…���
，

��� ���

根据 贝 叶斯定理川
，

当给定 �， 二 � ， ，

…
，

�
，

� �
。

时
，

�的条件概率密度函数为

�������
人 �������口�

关
�

�������夕���
���

��夕��� 就称为 �的后验概率密度函数
，

它表

征在获得
�
个观察值后

，

�在 口 中的概率分

布
，

即后验分布
。

�
�

� 后验分布的计算

设总体 � 服从正态分布
，

且其方差 扩

为已知
，

但其均值 �的值却是未知 的�一 ��

��� �� �
。

又假定 �的先验分布是一个正

态分布且其均值为 群
，

方差为
，， 。

当给定 戈

二 �
�

��二 �
，

…
， � �时

，

人 �����可用下式表

不
�

��二�。���
。��
�
一

兴交�
二

�
一 。�

�

�
� 石 � 井�布 �

���

这里��为比例符号
，

表示其左右相差一个 比

例常数
。

令 、
。
一

告全
��

���

︸������������
、、少
廿

代人式���得

式���口���
���

消去不含 �的项
，

有

� ， 。 一 、� � � �

不，万 、� 一 工
， � �

�
����一 可一

乙 � � 仁 ‘ �
艺���

一
式

。 ， ， 。 、

� � ， 。

�
，

又��口���
����一 不，万戈�

“
�

���
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又因

��夕���
���

�
一 不一万 欠� 一 产 少

�

‘ �

���

则据式���有

��������
���

� � 。 二 、�

一百 气� 一 工
， 户

口

�
， 。 、 � ��

十 了又口 一 产 ’
一

」�
���

��一勺‘

其中

夸�。
一 至

，

�
， 、

肖�
。 一 产�

， �

军卉兰�
。一

皂毕半
兰

� � 、 �
‘
�

�

刀 �

� �二

花厂下一一万 气芯
，

� 州� ��
一 产

所以式��� 可表示为

、户�、��尹

��
才
�产、
�
了�、

‘

刊川� � �

�气��� ���
����一 万

一

�
� ‘ �

里�
续土

厄

军�
。一

典
�

毕华
口 � � � 州卜 刀 �

令 共
� � ，，妥

，

� � ，�

�� 岁

�� � � � ����

则式���又可写为
�

� �
， 。 、 � �

��“�‘ ���
“���

一

可
又口 一 “‘’

一

」 ����

因此
，

�的后验分布是均值为 产， ，

方差为

心的正态分布
，

而 产 �

和 ‘可通过式 ���和

式����算得
。

� 实用概率分析方法

�
�

� 贝叶斯原理的推广

贝叶斯原理表明
，

可通过抽样检验的方

法
，

将总体均值 �的先验分布修正为均值 �

的后验分布
。

但我们依据计算模型得到的是

单桩承载力的一个先验概率分布而并非均值

的先验分布
，

而且我们期望得到的是单桩承

载力的后验分布而非均值 的后验分布
。

为

此
，

必须对贝叶斯原理加以改进
。

设依据计算模型得到的桩基承载力的概

率分布是场地桩基承载力的一个先验分布
，

且其均值为 产� ，

方差为 式
。

又设场地桩基

承载力的真实分布为正态分布
，

且其方差 已

知为 少
，

而均值 �为未知
，

但 �服从均值为

产
，

方差为
，�
的先验正态分布

，

则有���
�

式
� 扩 � ，，

即
�

�

二 ��

产
�

又设现场进行 了
�

验�
，

且其均值为 云

����

����

次抽检 �
�
根桩静载试

，

则据式 ���和式 ����可

算得 �的后验分布为

了产。 � ��成 一 了��
，

。， � � �
。
乙一

。，�
����

扩�
。

乙一
。， � � �

。

乙
一 。 ����

这是均值 �的后验分布
，

为了得到单桩承载

力的后验分布
，

则还必须经过下述换算
。

设

单桩承载力后验分布 的均值为 产
� ，

方差 为

战
，

则同样有
�

。

��
，

��
。

产
。

� 产 �

����

����

所以

� 产� 十 � 又�� 一 � ��
，

。� � ， �。己一 。��
����

。 ， � ��
�

乙
一 。 ����
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至此
，

我们得到了通过现场实验结果修正桩

基承载力的先验分布而得到桩基承载力后验

分布的计算式
。

�
�

� 对后验分布计算式的讨论

式����可以写成如下的形式
�

�

产
一

。， � 、�。乙
一 。，

�产�

� �
。

乙
一 。�

�
�， � 。�。乙

一 。，
��

· ����

勘察工作量越大时
，

可使 成 越小
。

于是
，

我

们可以看出勘察工作量与现场原型试验工作

量之间的关系
，

勘察工作量增加时
，

在相同期

望后验方差情况下
，

可 以使原型试验的数量

减少
。

因此
，

贝叶斯分析也为工作量的优化

决策提供了一条有利的途径
。

� 计算实例

某桩基工程的勘察情况见图 �
。

桩基的

设计尺寸为 �
�

�� � �
�

�� � ��
�

��
，

采用静

压 法 施 工
。

依 据 《建 筑 桩 基 技 术 规 范》

������一���〔
“」中推荐的用双桥静力触探指

标计算预制桩单桩极限承载力的计算模型并

通过蒙特卡洛������ ������法可 以得到桩

基承载力的先验分布
，

见图 �
。

图图图周周囚囚司裸黔黔
����� �乃乃 ����

�

『『
�����������

廷廷贾贾土������ 中中 ，乃乃 匆匆匆匆
���栩砚枯土���������������

，，

警圭叔足足足 回回回回国国回回回

兮，吸������考目司价
·

习�川训

翼赢

从式����可以直观地得出如下结论
�
当 � 逐

渐增加时
，

王
，

的权系数增大
，

后验分布的均

值 产
。

将越来 越 逼 近现场试验值 的平 均值

至
， ，

而 产。

的权系数则逐渐减小
。

仅 当
儿 �

�
，

即没有做现场试验时
，

产
。
� 产。 。

式����也可以写成如下的形式

。
子� ��

� � �
。， �川

� � � � �

�一万一一一
一一了 �十 �

、� � 一 � ，

从����式可以得出如下结论
�

①当 � 二 �
，

即没有做现场试验时
，

成二

�
�� �

②当 �
� ��

，

即试验数大量增加时
，

成将逐

渐逼近 扩
。

③后验分布的方差仅与现场试验的次数

有关
，

而与试验的具体结果无关
。

由此
，

试验

前即可通过该式按照期望的后验方差计算恰

当的试验工作量
。

例如
，

若期望 成簇加
， ，

�几为大于 �
�

�的

系数�
，

则可据式����
，

得

图 � 某桩基工程的勘察情况成果图

��

队滩匕
枷︸﹃

镇 几

竺一万 �、��� ����
八 一 � ‘� 一 叮

从上式可以看出
�
与砚 的关系

，

式 越

大时
， � 越大

，

成 越小时
， � 越小

。

而 此 是

桩基承载力先验分布的方差
，

即估离方差
。

它的大小与对土性的勘察试验工作量有关
，

��氏�
��� �么目 �创泊

桩茜承级力入正�

图 � 先验分布与后验分布的比较图
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在现场共进行了两根有效的桩基静载荷

试验
，

其中 �
。， � �����

，

�二 � �����
，

由此

得 � � �
，
�

，

� �����
。

根据西安市的经验
，

场地预制桩的实际

变异系数 �、 �
�

��
，

则
。
、 ����又 �

�

���

��
�

�
，

��
，

又因先验分布 产� � ������
， �� �

���
�

���
，

则据式����和式����
，

可 以计算出

后验分布的均值和方差
�

率分布结合起来
，

则可获得更为满意的概率

分析结果
。

本文针对桩基概率分析的特点
，

对传统

的贝叶斯原理进行了改进
，

得到了通过现场

试验结果修正桩基承载力的先验分布而得到

桩基承载力后验分布的计算式
。

这一概率分

析方法是与桩基设计的实际过程相一致的
，

因而具有较高的实用价值
。

� ���
，

�� 参 考 文 献
、

，一
、�声�‘、一了�、��产 � �

� �

。

乙
。

乙

口 �

�

扩�式
一 扩�

扩 � ��
。

乙一
了�

�

����� � � ��
�

�

� �� �

，

��

先验分布与后验分布的比较见图 �
。

从

图 �中可以看出
，

后验分布曲线修正 了先验

分布曲线的均值
，

而且方差大为减小
，

这是一

个更加接近实际情况的桩基承载力概率分布

曲线
。

� 结 语

考虑了土性参数不确定性
，

几何参数不

确定性
，

计算模型不确定性
，

并通过计算机随

机模拟试验的方法可以得到桩基承载力的一

个概率分布
。

但这个概率分布只代表我们对

于桩基承载力概率分布的先验认识
，

而不能

等同于实际桩基承载力的概率分布
。

因此
，

仅仅依据计算模型进行概率分析是不够的
，

为了获得更加接近于真实情况 的概率分布
，

就必须借助于抽样检验 的方法对此进行修

正
。

在桩基的设计阶段
，

一般都要进行少量

的桩基原型试验以便完成最终的设计
。

虽然

这少量的桩基原型试验不能单独用于承载力

概率分析
，

但若依据贝叶斯原理将试验结果

作为抽样试验结果与通过计算模型得到的概

��
������ �

�

���������� ����������� �������� ������
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